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Ορισvμός 1.1.1 (τοpiικός χαρτης). ΄Εσvτω σvύνολο X και n ∈ N. Ορίζεται τοpiικός χάρτης διάσvτασvης n
του σvυνόλου X ένα υpiοσvύνολο U ⊆ X εφοδιασvμένο με μια αpiεικόνισvη φ : X ⊇ U 7−→ φ(U) ∈ T%(Rn)
αμφιμονοσvήμαντη.
Σχόλιο. ΄Εσvτω {pii : Rn 7−→ R : (hk)nk=1 7→ hi}ni=1 οι κανονικές piροβολές σvτον Rn. Τότε η φ ορίζεται
μονοσvήμαντα αpiό τις σvυνισvτώσvες της, {xi ≡ pii ◦ φ : X ⊇ U −→ R}ni=1. ∀x ∈ U ⊆ X, {xi(x)}ni=1 είναι οι
σvυντεταγμένες του x σvτον χάρτη (U |φ).
Ορισvμός 1.1.2 (Ck-συμβιβαστότητα σε χάρτες). ∀k ∈ N ή k = ∞ ή k = ω ή k = 0, δύο τοpiικοί χάρτες
(U |φ) και (V |ψ) διάσvτασvης n ∈ N ενός σvυνόλου X είναι Ck-σvυμβιβασvτοί αν και μόνο αν:
• τα εpiόμενα σvύνολα είναι ανοιχτά:
◦ φ(U ∩ V ) ∈ T%(Rn)
◦ ψ(U ∩ V ) ∈ T%(Rn)
• οι εpiόμενες σvυναρτήσvεις είναι k-τάξης1:
◦ (ψ ◦ φ−1 : Rn ⊇ φ(U ∩ V ) 7−→ ψ(U ∩ V ) ⊆ Rn) ∈ Ck[φ(U ∩ V )|ψ(U ∩ V )],
◦ (φ ◦ ψ−1 : Rn ⊇ ψ(U ∩ V ) 7−→ φ(U ∩ V ) ⊆ Rn) ∈ Ck[ψ(U ∩ V )|φ(U ∩ V )].
Γράφουμε (U |φ) ∼ (V |ψ).
Σχόλιο. Οι C∞/Cω/C0-σvυμβιβασvτοί χάρτες ονομάζονται διαφορικώς/αναλυτικώς/τοpiολογικώς σvυμβιβασvτοί.
Ορισvμός 1.1.3 (άτλας). Μια οικογένεια A = {(Ui ⊆ X|φi)}i∈I τοpiικών χαρτών του X είναι άτλας του X





Ορισvμός 1.1.4 (Ck-άτλας). ΄Ενας άτλας A του X, είναι Ck-άτλας αν όλοι οι χάρτες του είναι ανά δύο
Ck-σvυμβιβασvτοί.
Σχόλιο. Οι C∞/Cω/C0-άτλαντες ονομάζονται διαφορικοί/αναλυτικοί/τοpiολογικοί άτλαντες.
1Ck[A|B], ìpou A ⊆ Rn kai B ⊆ Rm, eÐnai to svÔnolo ìlwn twn svunart svewn k-txhc apì to A svto B. Ckx [Rn|Rm] antÐsvtoiqa
eÐnai to svÔnolo ìlwn twn svunart svewn k-txhc svto x ∈ Rn, anexart twc pedÐou orisvmoÔ.
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Ορισvμός 1.1.5 (Ck-συμβιβαστότητα σε άτλαντες). ΄Εσvτω σvύνολο X και A(X) το σvύνολο όλων των ατλάντων
του X. ∀k ∈ N ή k = ∞ ή k = ω ή k = 0, Akn(X) := {A ∈ A(X)|dimA = n} είναι το σvύνολο όλων των
Ck-ατλάντων διάσvτασvης n του X.2 Η διμελής σvχέσvη3 ∼ του ορισvμού 1.1.2 μεταξύ χαρτών, εpiεκτείνεται με
φυσvικό τρόpiο και σvε σvύνολα χαρτών, ειδικότερα σvε άτλαντες: ∀A,B ∈ Akn(X), A ∼ B ⇐⇒ A ∪ B ∈ Akn(X).
Τότε οι άτλαντες ονομάζονται Ck-σvυμβιβασvτοί.
Πρότασvη 1.1.1. ∀n ∈ N και ∀k ∈ N ή k = ∞ ή k = ω ή k = 0, (Akn(X)| ⊆) είναι μερικά διατεταγμένος
χώρος4 και (Akn(X)| ∼) είναι χώρος με διαμέρισvη5.
Αpiόδειξη. Για τη μερική διάταξη:
P1: ∀A ∈ Akn (X), A ⊆ A,
P2: ∀A,B ∈ Akn (X), A ⊆ B ∧ B ⊆ A =⇒ A = B,
P3: ∀A,B, C ∈ Akn (X), A ⊆ B ∧ B ⊆ C =⇒ A ⊆ B ⊆ C.
Για τη διαμέρισvη:
S1: ∀A ∈ Akn(X), A ∪A = A ∈ Akn(X) =⇒ A ∼ A,
S2: ∀A,B ∈ Akn(X), (A ∪ B ∈ Akn(X) =⇒ B ∪A ∈ Akn(X)) =⇒ (A ∼ B =⇒ B ∼ A).
Για το S3, έσvτω A,B, C ∈ Akn(X) και (U |φ) ∈ A, (W |χ) ∈ C. Αρκεί να δείξουμε ότι (U |φ) και (W |χ) είναι
Ck-σvυμβιβασvτοί. B ∈ Akn(X) άρα ∀x ∈ U ∩ W , ∃(Vx|ψx) ∈ B τέτοιος, ώσvτε x ∈ U ∩ Vx ∩ W ⊆ U ∩ W .
Τότε ((U |φ) ∼k (Vx|ψx) =⇒ ψx(U ∩ Vx) ∈ T%(Rn)) ∧ ((Vx|ψx) ∼k (W |χ) =⇒ ψx(Vx ∩W ) ∈ T%(Rn)) =⇒
ψx(U ∩ Vx ∩W ) = ψx(U ∩ Vx ∩ Vx ∩W ) = ψx(U ∩ Vx) ∩ ψx(Vx ∩W ) ∈ T%(Rn):
• (U |φ) ∼k (Vx|ψx) =⇒ φ ◦ ψ−1x ∈ Ck[ψx(U ∩ Vx)|φ(U ∩ Vx)] ∧ ψx ◦ φ−1 ∈ Ck[φ(U ∩ Vx)|ψx(U ∩ Vx)] =⇒
φ(U∩Vx∩W ) = (φ◦ψ−1x )(ψx(U∩Vx∩W )) ∈ T%(Rn) =⇒ φ(U∩W ) = ∪x∈U∩Wφ(U∩Vx∩W ) ∈ T%(Rn),
• (Vx|ψx) ∼k (W |χ) =⇒ χ◦ψ−1x ∈ Ck[ψx(Vx∩W )|χ(Vx∩W )]∧ψx◦χ−1 ∈ Ck[χ(Vx∩W )|ψx(Vx∩W )] =⇒
χ(U∩Vx∩W ) = (χ◦ψ−1x )(ψx(U∩Vx∩W )) ∈ T%(Rn) =⇒ χ(U∩W ) = ∪x∈U∩Wχ(U∩Vx∩W ) ∈ T%(Rn).
∀x ∈ U ∩W :
• χ ◦ φ−1 = χ ◦ ψ−1x ◦ ψx ◦ φ−1 ∈ Ck[φ(U ∩ Vx ∩W )|χ(U ∩ Vx ∩W )],
• φ ◦ χ−1 = φ ◦ ψ−1x ◦ ψx ◦ χ−1 ∈ Ck[χ(U ∩ Vx ∩W )|φ(U ∩ Vx ∩W )],
σvυνεpiώς:
• χ ◦ φ−1 ∈ Ck[∪x∈U∩Wφ(U ∩ Vx ∩W )| ∪x∈U∩W χ(U ∩ Vx ∩W )] =
Ck[φ(∪x∈U∩W (U ∩ Vx ∩W ))|χ(∪x∈U∩W (U ∩ Vx ∩W ))] = Ck[φ(U ∩W )|χ(U ∩W )],
• φ ◦ χ−1 ∈ Ck[∪x∈U∩Wχ(U ∩ Vx ∩W )| ∪x∈U∩W φ(U ∩ Vx ∩W )] =
= Ck[χ(∪x∈U∩W (U ∩ Vx ∩W ))|φ(∪x∈U∩W (U ∩ Vx ∩W ))] = Ck[χ(U ∩W )|φ(U ∩W )],
quod erat demonstrandum.
Θεώρημα 1.1.1 (μέγιστος Ck-άτλαντας). ∀A ∈ [A] ⊆ Akn(X), A ⊆ A∗ = ∪[A] ∈ [A] ⊆ Akn(X).
Αpiόδειξη. Είναι piροφανές ότι A ⊆ ∪[A] = A∗. Αρκεί να δείξουμε ότι A∗ ∈ [A] ⊆ Akn(X). Πράγματι,
∪A∗ = ∪ ∪ [A] = ∪ ∪B∈[A] B = ∪B∈[A] ∪ B = ∪B∈[A]X = X. Εpiιpiλέον, ∀B ∈ [A], A ∼ B ισvοδύναμα,
∀(U |φ) ∈ A και ∀B ∈ [A], ∀(V |ψ) ∈ B, ή ∀(U |φ) ∈ A και ∀(V |ψ) ∈ ∪B∈[A]B = ∪[A] = A∗, (U |φ) και (V |ψ)
είναι Ck-σvυμβιβασvτοί, οpiότε A∗ ∼ A ⇐⇒ A∗ ∈ [A] ⊆ Akn(X).6
2Oi qrtec enìc Ck-tlanta èqoun ìloi thn Ðdia disvtasvh apì orisvmì 1.1.2.
3upoenìthta Aþ.1.2 sth selÐda 91
4orisvmìc Aþ.1.2.1.1
5upoenìthta Aþ.1.2.2 sth selÐda 91
6Autì pou lèei me lla lìgia to je¸rhma eÐnai ìti gia kje tlanta A, uprqei mègisvtoc tlac A∗, Ck-svumbibasvtìc me ton
A. Profan¸c, o A∗ eÐnai monadikìc, afoÔ A∗ ⊇ A, ∀A ∈ [A], pìrisvma1.1.1.
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Πόρισvμα 1.1.1. Ο A∗ είναι μεγισvτικός του (Akn(X)| ⊆).
Αpiόδειξη.
Ισvχυρισvμός. ∀A,B ∈ Akn(X), A ⊆ B ∨ B ⊆ A =⇒ A ∼k B.
Πράγματι, αν pi.χ. A ⊆ B τότε A ∪ B = B ∈ Akn(X).
Συνεpiώς (A′ ⊇ A∗ =⇒ A′ ∼ A∗ ∈ [A] =⇒ A′ ∈ [A] =⇒ A′ ⊆ A∗) =⇒ A′ = A∗.
Πόρισvμα 1.1.2. ∀(U |φ) ∈ A∗ και ∀A ⊆ U με φ(A) ∈ T%(φ(U)), (A|φ) ∈ A∗.
Αpiόδειξη. ∀(V |ψ) ∈ A∗, φ(A ∩ V ) = φ(A) ∩ φ(V ) ∈ T%(Rn). φ ◦ ψ−1 ∈ Ck[φ(U ∩ V )|ψ(U ∩ V )] =⇒
(ψ ◦ φ−1)(φ(A ∩ V )) = ψ(A ∩ V ) ∈ T%(Rn). φ(A ∩ V ) ⊆ φ(U ∩ V ) και ψ(A ∩ V ) ⊆ ψ(U ∩ V ), οpiότε και
ψ ◦ φ−1 ∈ Ck[φ(A ∩ V )|ψ(A ∩ V )] και φ ◦ ψ−1 ∈ Ck[ψ(A ∩ V )|φ(A ∩ V )].
Ορισvμός 1.1.6 (Ck-piολλαpiλότητα). ΄Ενα σvύνολο X εφοδιασvμένο με ένα μέγισvτο άτλαντα A ∈ Akn(X)
καλείται Ck-piολλαpiλότητα διασvτάσvεως n. Ειδικότερα:
• για k =∞, καλείται διαφορική piολλαpiλότητα διασvτάσvεως n,
• για k = ω, καλείται αναλυτική piολλαpiλότητα διασvτάσvεως n,
• για k = 0, καλείται τοpiολογική piολλαpiλότητα διασvτάσvεως n.
Το σvύνολο X καλείται και φορέας της piολλαpiλότητας. Γράφουμε (X|A) και dimX = dimA = n.
Ορισvμός 1.1.7 (κανονική τοpiολογία piολλαpiλότητας). ΄Εσvτω τοpiολογική piολλαpiλότητα (X|A). Η οικογένεια
TA(X) := {A ∈ X|∀(U |φ) ∈ A, φ(A ∩ U) ∈ T%(RdimX)} σvυνισvτά τοpiολογία7 του X, η οpiοία ονομάζεται και
κανονική τοpiολογία της piολλαpiλότητας (X|A).
Αpiόδειξη. Πράγματι:
T1: φ(∅ ∩ U) = ∅ ∈ T%(RdimX) =⇒ ∅ ∈ TA(X) & φ(X ∩ U) = φ(U) ∈ T%(RdimX) =⇒ X ∈ TA(X),
T2: ∀{Ai}i∈I ⊆ TA(X), φ(∪i∈IAi ∩ U) = φ(∪i∈I(Ai ∩ U)) = ∪i∈Iφ(Ai ∩ U) ∈ T%(RdimX) οpiότε⋃
i∈I
Ai ∈ TA(X),





Θεώρημα 1.1.2. ΄Εσvτω τοpiολογική piολλαpiλότητα (X|A). Τότε A είναι βάσvη της κανονικής τοpiολογίας TA.
Αpiόδειξη.
Ισvχυρισvμός. ∀(U |φ) ∈ A, U ∈ TA.
Πράγματι, ∀(U |φ) ∈ A και ∀(V |ψ) ∈ A, ψ(U ∩ V ) ∈ T%(RdimX) σvυνεpiώς U ∈ TA.
∀x ∈ A ∈ TA, ∃(Ux|φx) ∈ A τέτοιος, ώσvτε x ∈ Ux ∈ TA σvυνεpiώς x ∈ Ux ∩ A ⊆ A. Εpiιpiλέον,
(Ux ∩A|φ) ∈ A8. Τότε ⋃
x∈A
(Ux ∩A) = A,
quod erat demonstrandum.
7orisvmìc Aþ.1.1.1
8orisvmìc 1.1.7 kai pìrisvma 1.1.2
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1.2 DIAFORISIMES APEIKONISEIS
Ορισvμός 1.2.1 (τοpiική piαρασταση αpiεικόνισης). ΄Εσvτω σvυνάρτησvη f : X −→ Y μεταξύ διαφορικών piολ-
λαpiλοτήτων (X|A), (Y |B).
Ισvχυρισvμός. ∀x ∈ X, ∃(U |φ) ∈ A και ∃(V |ψ) ∈ B τέτοιοι, ώσvτε x ∈ U ∩ f−1(V ).
Πράγματι, έσvτω x ∈ A. Αpiό ορισvμό 1.1.3 έχουμε ότι ∃(U |φ) ∈ A με x ∈ U . f(x) ∈ Y εpiομένως, ομοίως
∃(V |ψ) ∈ B με f(x) ∈ V , σvυνεpiώς x ∈ f−1(V ), οpiότε και x ∈ U ∩ f−1(V ).
Ορίζεται τότε η τοpiική piαράσvτασvη της σvυνάρτησvης f σvτο x ως η σvυνάρτησvη
φ
X → RdimX
f ↓ ↓ F := ψ ◦ f ◦ φ−1
Y → RdimY
ψ
F := ψ ◦ f ◦ φ−1 : RdimX ⊇ φ(U ∩ f−1(V )) −→ ψ(V ) ⊆ RdimY .
Σχόλιο. Στην piερίpiτωσvη piου Y = RdimY , τότε αρκεί να ∃(U |φ) ∈ A με x ∈ U και
φ
X → RdimX
↘ ↓ F := f ◦ φ−1
f RdimY
F := f ◦ φ−1 : RdimX ⊇ φ(U) −→ RdimY .
Στην piερίpiτωσvη piου X = RdimX , τότε αρκεί να ∃(V |ψ) ∈ B με f(x) ∈ V και
f RdimX
↙ ↓ F := ψ ◦ f
Y → RdimY
ψ
F := ψ ◦ f : RdimX −→ ψ(V ) ⊆ RdimY .
Στην piερίpiτωσvη piου X = RdimX και Y = RdimY , ∀x ∈ X, F ≡ f . Εpiιpiλέον, σvτην γενική piερίpiτωσvη piάλι των
X και Y , ορίζονται οι piροβολές της τοpiικής piαράσvτασvης της σvυνάρτησvης f με τον γνωσvτό τρόpiο: ∀i ∈ NdimY ,
F i := pii ◦ F = pii ◦ ψ ◦ f ◦ φ−1 = yi ◦ f ◦ φ−1 = f i ◦ φ−1 : RdimX ⊇ φ(U ∩ f−1(V )) −→ R.
Ορισvμός 1.2.2 (διαφορισιμότητα αpiεικόνισης). ΄Εσvτω σvυνάρτησvη f : X −→ Y μεταξύ διαφορικών piολ-
λαpiλοτήτων (X|A) και (Y |B). Η f είναι διαφορίσvιμη k-τάξης σvε ένα x ∈ X αν και μόνο αν ∃(U |φ) ∈ A και
∃(V |ψ) ∈ B τέτοιοι, ώσvτε (U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A με x ∈ U ∩ f−1(V )9 και ψ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Ckφ(x)[RdimX |RdimY ]. Η
f είναι διαφορίσvιμη k-τάξης αν και μόνο αν είναι διαφορίσvιμη k-τάξης ∀x ∈ X.
Ισvχυρισvμός. ∀n ∈ N, (Rn|{(Rn|id(Rn) : Rn 7−→ Rn)}) είναι αναλυτική piολλαpiλότητα διάσvτασvης n.
Πράγματι, id(Rn)(Rn) ∈ T%(Rn), id(Rn) ◦ id−1(Rn) = id−1(Rn) ◦ id(Rn) ∈ Cω[Rn|Rn] και ∪{Rn} = Rn.
΄Αρα έχουμε βρει αναλυτικό άτλα για τον Rn εpiομένως υpiάρχει μέγισvτος άτλας10 piου να ορίζει την εν λόγω
piολλαpiλότητα.
9Autì ed¸ eÐnai polÔ svhmantikì. Ston orisvmì thc diaforisvimìthtac jèloume h F na orÐzetai sve anoiqtì uposvÔnolo tou RdimX .
Prgmati, apì to pìrisvma 1.1.2 èqoume ìti (U |φ) ∈ A∧ (f−1(V )|φ) ∈ A ⇐⇒ φ(U) ∈ T%(RdimX)∧ φ(f−1(V )) ∈ T%(RdimX) =⇒
φ(U ∩ f−1(V )) = φ(U) ∩ φ(f−1(V )) ∈ T%(RdimX)⇐⇒ (U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A.
10ApodeiknÔetai ìti oi qrtec enìc tètoiou tlanta eÐnai ìla ta anoiqt me th svun jh topologÐa tou Rn efodiasvmèna me thn
tautotik  apeikìnisvh.
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Σχόλιο. Με βάσvη τον piαραpiάνω ισvχυρισvμό, γενικεύεται η έννοια της διαφορισvιμότητας αpiό τον Rn σvτις piολ-
λαpiλότητες. Γράφουμε f ∈ Ckx [X|Y ] αν η f είναι διαφορίσvιμη k-τάξης σvτο x ∈ X και f ∈ Ck[X|Y ] αν η f είναι
διαφορίσvιμη k-τάξης.11
Λήμμα 1.2.1. ΄Εσvτω σvυνάρτησvη f ∈ Ckx [X|Y ] μεταξύ διαφορικών piολλαpiλοτήτων (X|A) και (Y |B) και
x ∈ X. Τότε ψ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Ckφ(x)[RdimX |RdimY ], ∀(U |φ) ∈ A και ∀(V |ψ) ∈ B με (U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A και
x ∈ U ∩ f−1(V ).
Αpiόδειξη. ∃(A|α) ∈ A και ∃(B|β) ∈ B με x ∈ A ∩ f−1(B) ∈ A και β ◦ f ◦ α−1 ∈ Ckα(x)[RdimX |RdimY ].
∀(U |φ) ∈ A και ∀(V |ψ) ∈ B με x ∈ U ∩ f−1(V ) ∈ A, ψ ◦ f ◦ φ−1 = ψ ◦ (β−1 ◦ β) ◦ f ◦ (α−1 ◦ α) ◦ φ−1 =
(ψ ◦ β−1) ◦ (β ◦ f ◦ α−1) ◦ (α ◦ φ−1) ∈ Ckφ(x)[RdimX |RdimY ].
Ισvχυρισvμός. Με βάσvη την αpiαίτησvη του ορισvμού 1.2.2, (U ∩f−1(V )|φ) ∈ A και το λήμμα 1.2.1 μpiορούμε piάντα
να διαλέγουμε τοpiική piαράσvτασvη της f τέτοια, ώσvτε f(U) ⊆ V .
Πράγματι f(U ∩ f−1(V )) ⊆ f(U) ∩ V ⊆ V , οpiότε θέτουμε (U |φ)→ (U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A.
Πρότασvη 1.2.1. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B), (Z|C), x ∈ X και σvυναρτήσvεις f ∈ Ckx [X|Y ]
και g ∈ Ckf(x)[Y |Z]. Τότε h = g ◦ f ∈ Ckx [X|Z].
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω (U |φ) ∈ A, (V |ψ) ∈ B, (W |χ) ∈ C με F = ψ ◦ f ◦ φ−1 ∈ Ckφ(x)[RdimX |RdimY ] και F =
χ ◦ g ◦ ψ−1 ∈ Ckψ(f(x))[RdimY |RdimZ ]. Τότε G ◦ F = χ ◦ h ◦ φ−1 ∈ Ckφ(x)[RdimX |RdimZ ]:
H ≡ χ ◦ h ◦ φ−1 : RdimX ⊇ φ(U ∩ f−1(V ∩ g−1(W ))) −→ χ(W ) ⊆ RdimZ
Ισvχυρισvμός. Η H αpiοτελεί τοpiική piαράσvτασvη της h = g ◦ f .
Πράγματι, έχουμε φ(U ∩ f−1(V ∩ g−1(W ))) = φ(U ∩ f−1(V ) ∩ h−1(W )). Αpiό ορισvμό 1.2.2 για την f ,
(U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A με x ∈ U ∩ f−1(V ) piροφανώς. Για τη g, (W |χ) ∈ C με g(f(x)) = h(x) ∈ W =⇒ x ∈
h−1(W ). ΄Αρα x ∈ U ∩ f−1(V ) ∩ h−1(W ).12
Σχόλιο. Φυσvικά, αpiό κατασvκευή της τοpiικής piαράσvτασvης σvύνθετης σvυνάρτησvης έχουμε H = G ◦ F .
Ορισvμός 1.2.3 (τοpiικά ορισμένες αpiεικονίσεις). ΄Εσvτω σvυνάρτησvη f : X ⊇ domf −→ Y μεταξύ διαφορικών
piολλαpiλοτήτων (X|A), (Y |B). Η f είναι τοpiικά ορισvμένη σvτο x ∈ X αν και μόνο αν ∃(A|α) ∈ A τέτοιος, ώσvτε
x ∈ A και A ⊆ domf . Η f τότε, λέμε ότι είναι και τοpiικά ορισvμένη σvτο A αφού εμφανώς, η f είναι τοpiικά
ορισvμένη σvτο x, ∀x ∈ A.
Παράδειγμα 1.2.1. ∀(A|α) ∈ A, α : X ⊇ A −→ RdimX είναι τοpiικά ορισvμένη σvυνάρτησvη.
Σχόλιο. ΄Ολα όσvα ισvχύουν για σvυναρτήσvεις μεταξύ piολλαpiλοτήτων (pi.χ.: διαφορισvιμότητα κ.λ.pi.) ισvχύουν και
για τις τοpiικά ορισvμένες σvυναρτήσvεις με την αντικατάσvτασvη A∩U → U , όpiου (A|α) ∈ A κάθε φορά ο τοpiικός
χάρτης ορισvμού της τοpiικά ορισvμένης σvυνάρτησvης και (U |φ) ∈ A. Αpiό piόρισvμα 1.1.2 (A ∩ U |φ) ∈ A και
(U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A =⇒ (A∩U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A. Με αυτόν τον τρόpiο δε χρειάζεται να αναφερόμασvτε ειδικά
κάθε φορά αν η σvυνάρτησvη είναι τοpiικά ορισvμένη ή όχι. Κάθε αpiεικόνισvη k-τάξης:
• για k =∞ ονομάζεται διαφορίσvιμη,
• για k = ω ονομάζεται αναλυτική και
• για k = 0 ονομάζεται σvυνεχής.
Εpiεκτείνουμε το σvύνολο Ckx [X|Y ] ώσvτε να piεριλαμβάνει και τις τοpiικά k-τάξης αpiεικονίσvεις.
11Sto ex c ja grfoume apokleisvtik f ∈ Ckx [X|Y ], gia na svumperilboume svton orisvmì kai tic analutikèc kai tic svuneqeÐc
svunart sveic.
12OmoÐwc, me bsvh to svqìlio tou l mmatoc 1.2.1, mporoÔsvame na poÔme ìti afoÔ f(U) ⊆ V kai g(V ) ⊆ W tìte h(U) =
(g ◦ f)(U) = g(f(U)) ⊆ g(V ) ⊆W kai ra h H eÐnai topik  parsvtasvh thc h.
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Ορισvμός 1.2.4 (εφαpiτόμενες αpiεικονίσεις). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B), x ∈ X και
σvυναρτήσvεις f ∈ Ckx [X|Y ] και g ∈ Ckx [X|Y ], k 6= 0. Οι σvυναρτήσvεις f και g εφάpiτονται σvτο x αν και μόνο
αν f(x) = g(x) και, ∃(U |φ) ∈ A και ∃(V |ψ) ∈ B τέτοιοι, ώσvτε x ∈ U ∩ f−1(V ) και13 DF |φ(x) = DG|φ(x).
Γράφουμε f ∼x g.
Λήμμα 1.2.2. Ο ορισvμός 1.2.4 είναι ανεξάρτητος της τοpiικής piαράσvτασvης.
Αpiόδειξη. f ∼x g, σvυνεpiώς ∃(A|α) ∈ A και ∃(B|β) ∈ B τέτοιοι, ώσvτε x ∈ A ∩ f−1(B) και DF |α(x) ≡
D(β ◦ f ◦ α−1)|α(x) = D(β ◦ g ◦ α−1)|α(x) ≡ DG|α(x). ΄Εσvτω (U |φ) ∈ A και (V |ψ) ∈ B με x ∈ U ∩ f−1(V ).
Τότε DF |φ(x) ≡ D(ψ ◦ f ◦ φ−1)|φ(x) = D(ψ ◦ β−1)|β(f(x)) ◦ D(β ◦ f ◦ α−1)|α(x) ◦ D(α ◦ φ−1)|φ(x) = D(ψ ◦
β−1)|β(g(x)) ◦D(β ◦ g ◦ α−1)|α(x) ◦D(α ◦ φ−1)|φ(x) = D(ψ ◦ g ◦ φ−1)|φ(x) ≡ DG|φ(x).
Πρότασvη 1.2.2. (Ckx [X|Y ]| ∼x) είναι χώρος με διαμέρισvη ∀k 6= 0.
Αpiόδειξη. Πράγματι:
S1: ∀f ∈ Ckx [X|Y ], DF |φ(x) = DF |φ(x) =⇒ f ∼x f ,
S2: ∀f, g ∈ Ckx [X|Y ], (DF |φ(x) = DG|φ(x) =⇒ DG|φ(x) = DF |φ(x)) =⇒ (f ∼x g =⇒ g ∼x f),
Για το S3, έσvτω f, g, h ∈ Ckx [X|Y ] με f ∼x g και g ∼x h. Τότε f(x) = g(x) = h(x). Με βάσvη το λήμμα 1.2.2,
∃(A|α) ∈ A και ∃(B|β) ∈ B τέτοιοι, ώσvτε x ∈ A ∩ f−1(B) και F,G,H ∈ Ckα(x)[RdimX |RdimY ] αpiό κοινού.
Τότε piροφανώς αpiό υpiόθεσvη, DF |φ(x) = DG|φ(x) = DH|φ(x).
Πρότασvη 1.2.3. Ο χώρος piηλίκο Ckx [X|Y ]/ ∼x των κλάσvεων εφαpiτόμενων σvυναρτήσvεων αpiό την X σvτην
Y εφοδιασvμένος με άθροισvμα + : (Ckx [X|Y ]/ ∼x)× (Ckx [X|Y ]/ ∼x) 7−→ Ckx [X|Y ]/ ∼x τέτοιο, ώσvτε
∀f, g ∈ Ckx [X|Y ]/ ∼x , [f ]x + [g]x = [f + g]x,
βαθμωτό piολλαpiλασvιασvμό · : R× (Ckx [X|Y ]/ ∼x) 7−→ Ckx [X|Y ]/ ∼x τέτοιον, ώσvτε
∀λ ∈ R και ∀f ∈ Ckx [X|Y ]/ ∼x , λ[f ]x = [λf ]x,
και γινόμενο · : (Ckx [X|Y ]/ ∼x)× (Ckx [X|Y ]/ ∼x) 7−→ Ckx [X|Y ]/ ∼x τέτοιο, ώσvτε
∀f, g ∈ Ckx [X|Y ]/ ∼x , [f ]x[g]x = [fg]x,
σvυνισvτά άλγεβρα piάνω σvτο R. Ckx [X|Y ]/ ∼x είναι η άλγεβρα-piηλίκο της άλγεβρας Ckx [X|Y ].
1.3 EFAPTOMENOS QWROS
1.3.1 Gewmetrikìc orisvmìc.
Ορισvμός 1.3.1.1 (εφαpiτόμενος χώρος). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A), και C∞0 [R|X] το σvύνολο
όλων των τοpiικά λείων σvτο 0 ∈ R καμpiύλων του X.14 CxX ≡ {α ∈ C∞0 [R|X]|α(0) = x} είναι το σvύνολο των
τοpiικά λείων σvτο 0 ∈ R καμpiύλων, piου διέρχονται αpiό το x ∈ X. Τότε, ο (CxX| ∼x) είναι χώρος με διαμέρισvη
και TxX ≡ CxX/ ∼x ορίζεται ως ο εφαpiτόμενος χώρος της X σvτο x, τα σvτοιχεία του TxX ονομάζονται
εφαpiτόμενα διανύσvματα15 και σvυμβολίζονται ως υ ≡ [x|α] ∈ TxX (σvυμβολισvμός κλάσvης).























o pÐnakac Jacobi dhlad  thc F svto x. Sthn pragmatikìthta, eÐnai mia grammik  apeikìnisvh, DF |x : Rn −→ Rm, ∀x ∈ Rn. H
olik  pargwgoc thc F wc svunrthsvh svto pedÐo orisvmoÔ thc eÐnai mia svunrthsvh thc morf c D : Rn × Rn −→ Rm × Rm me
DF (x|z) = (F (x)|DF |x(z)). EpÐsvhc, an G : Rm −→ Rk, tìte D(G ◦ F )|x = DG|F (x) ◦DF |x kai D(G ◦ F ) = DG ◦DF .
14α : R ⊇ I −→ X, 0 ∈ I. Ston R mporoÔme pnta na upojèsvoume to disvthma I arket mikrì ¸svte α(I) ⊆ U . Prgmati,
an ìqi, tìte U ≡ {α(0)} kai ra T%(Rn) 3 φ(U) ≡ {φ(α(0))} /∈ T%(Rn), topo. H topik  parsvtasvh tètoiwn kampÔlwn svton
(U |φ) ∈ A ja eÐnai thc morf c (svqìlio orisvmoÔ 1.2.1) αx ≡ φ ◦ α : R ⊇ I −→ RdimX .
15je¸rhma 1.3.1.1
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Ορισvμός 1.3.1.2. ΄Εσvτω (U |φ) ∈ A και η αpiεικόνισvη φ : TxX 7−→ RdimX με φ(υ) := D(φ ◦ α)|0,16
∀υ ≡ [x|α] ∈ TxX.
Λήμμα 1.3.1.1. Η φ είναι αμφιμονοσvήμαντη.
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω u ≡ [x|α] ∈ TxX και v ≡ [x|β] ∈ TxX με φ(u) = φ(v). Τότε D(φ ◦ α)|0 = D(φ ◦ β)|0
δηλαδή α ∼x β, σvυνεpiώς u ≡ [x|α] = [x|β] ≡ v.
΄Εσvτω h ∈ RdimX και σ : R −→ RdimX με σ(t) := φ(x)+ th. ΄Εσvτω α := φ−1 ◦σ : R −→ X. Τότε α ∈ CxX
αφού φ◦α = σ ∈ Cω0 [R|RdimX ] ⊆ C∞0 [R|RdimX ]. ΄Εσvτω υ ≡ [x|α] ∈ TxX. Τότε φ(υ) = D(φ◦α)|0 = Dσ|0 =
h.
Σχόλιο. Τότε ορίζεται17 η αντίσvτροφη της φ, φ−1 : RdimX 7−→ TxX.
Λήμμα 1.3.1.2. ∀(U |φ), (V |ψ) ∈ A,
D(ψ ◦ φ−1)|φ(x) = ψ ◦ φ−1 : RdimX 7−→ RdimX
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω h ∈ RdimX και υ ≡ [x|α] ∈ TxX με φ−1 (h) = υ. Τότε (ψ ◦ φ−1 )(h) = ψ(φ−1 (h)) =
ψ(υ) = D(ψ ◦ α)|0 = D(ψ ◦ φ−1 ◦ φ ◦ α)|0 = D(ψ ◦ φ−1)|φ(x) ◦ D(φ ◦ α)|0 = D(ψ ◦ φ−1)|φ(x)φ(υ) =
D(ψ ◦ φ−1)|φ(x)h.
Λήμμα 1.3.1.3. ∀λ, µ ∈ R, ∀u, v ∈ TxX και ∀(U |φ), (V |ψ) ∈ A, φ−1 (λφ(u) + µφ(v)) = ψ−1 (λψ(u) +
µψ(v)).
Αpiόδειξη. D(ψ◦φ−1)|φ(x) : RdimX 7−→ RdimX είναι γραμμική εpiομένως και αpiό λήμμα 1.3.1.2, (ψ◦φ−1 )(λφ(u)+
µφ(v)) = D(ψ ◦ φ−1)|φ(x)(λφ(u) + µφ(v)) = λD(ψ ◦ φ−1)|φ(x)φ(u) + µD(ψ ◦ φ−1)|φ(x)φ(v) = λ(ψ ◦
φ−1 )(φ(u)) + µ(ψ ◦ φ−1 )(φ(v)) = λψ(u) + µψ(v).
Θεώρημα 1.3.1.1. Ο χώρος TxX εφοδιασvμένος με piρόσvθεσvη + : TxX × TxX 7−→ TxX τέτοια, ώσvτε
∀u, v ⊆ TxX, u + v := φ−1 (φ(u) + φ(v)),
και βαθμωτό piολλαpiλασvιασvμό · : R× TxX 7−→ TxX τέτοιο, ώσvτε
∀λ ⊆ R και ∀u ⊆ TxX, λu := φ−1 (λφ(u)),
είναι διανυσvματικός χώρος σvτο R.18
Σχόλιο. Αpiό λήμμα 1.3.1.1 η φ−1 είναι ισvομορφισvμός διανυσvματικών χώρων και άρα {φ−1 (ei)}dimXi=1 , όpiου















όpiου (υi)dimXi=1 οι σvυνισvτώσvες του εφαpiτόμενου διανύσvματος υ
 ∈ TxX.
16





H ∇0(φ ◦ α) den eÐnai akrib¸c svtoiqeÐo tou RdimX kaj¸c den eÐnai dinusvma all grammik  apeikìnisvh. H apeikìnisvh aut 
ìmwc anaparisvt parametropoihmènh eujeÐa kai aut  antiprosvwpeÔetai apì èna dinusvma. 'Ara o orisvmìc eÐnai kalìc, modulo
isvomorfisvmì.
17orisvmìc Aþ.2.1.1
18Oi orisvmoÐ twn prxewn eÐnai kaloÐ qrh svto l mma 1.3.1.3.
19orisvmìc A.3.1.9.
20je¸rhma A.3.2.1.
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1.3.2 Algebrikìc orisvmìc.
Ορισvμός 1.3.2.1 (σημειακή piαραγώγιση). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και x ∈ X. Η ` :
C∞x [X|R] −→ R καλείται σvημειακή piαραγώγισvη της άλγεβρας C∞x [X|R] αν και μόνο αν:
• ∀λ, µ ∈ R και ∀f, g ∈ C∞x [X|R], `(λf + µg) = λ`(f) + µ`(g) (γραμμικότητα),
• ∀f, g ∈ C∞x [X|R], `(fg) = f(x)`(g) + g(x)`(f) (κανόνας γινομένου Leibniz).
Ονομάζουμε DxX το σvύνολο όλων των σvημειακών piαραγωγίσvεων της C∞[X|R].
Λήμμα 1.3.2.1. Ο χώρος DxX εφοδιασvμένος με τις piράξεις σvυναρτήσvεων είναι διανυσvματικός χώρος.
Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
• ∀λ1, λ2 ∈ R και ∀f1, f2 ∈ C∞x [X|R], (µ1`1+µ2`2)(λ1f1+λ2f2) = µ1`1(λ1f1+λ2f2)+µ2`2(λ1f1+λ2f2) =
µ1(λ1`1(f1)+λ2`1(f2))+µ2(λ1`2(f1)+λ2`2(f2)) = λ1(µ1`1(f1)+µ2`2(f1))+λ2(µ1`1(f2)+µ2`2(f2)) =
λ1(µ1`1 + µ2`2)(f1) + λ2(µ1`1 + µ2`2)(f2),
• ∀f1, f2 ∈ C∞x [X|R], (µ1`1 + µ2`2)(f1f2) = µ1`1(f1f2) + µ2`2(f1f2) = µ1(f1(x)`1(f2) + f2(x)`1(f1)) +
µ2(f1(x)`2(f2)+f2(x)`2(f1)) = f1(x)(µ1`1(f2)+µ2`2(f2))+f2(x)(µ1`1(f1)+µ2`2(f1)) = f1(x)(µ1`1+
µ2`2)(f2) + f2(x)(µ1`1 + µ2`2)(f1),
δηλαδή η µ1`1 + µ2`2 είναι γραμμική και ικανοpiοιεί τον κανόνα του Leibniz.
Ορισvμός 1.3.2.2. ∀υ ≡ [x|α] ∈ TxX, ορίζουμε `υ ∈ DxX τέτοιο, ώσvτε ∀f ∈ C∞x [X|R], `υ(f) = D(f ◦
α)|0.21 Ταυτίζουμε το `υ με το υ και γράφουμε ∀f ∈ C∞x [X|R], υ(f) := `υ(f), δηλαδή το εφαpiτόμενο
διάνυσvμα υ είναι και κλάσvη ισvοδυναμίας και αpiεικόνισvη.
Ισvχυρισvμός. υ ∈ DxX.
• ∀λ, µ ∈ R και ∀f, g ∈ C∞x [X|R], υ(λf + µg) ≡ D((λf + µg) ◦ α)|0 = D(λ(f ◦ α) + µ(g ◦ α))|0 =
λD(f ◦ α)|0 + µD(g ◦ α)|0 ≡ λυ(f) + µυ(g),
• ∀f, g ∈ C∞x [X|R], υ(fg) ≡ D((fg) ◦ α)|0 = D((f ◦ α)(g ◦ α))|0 = f(x)D(g ◦ α)|0 + g(x)D(f ◦ α)|0 =
f(x)υ(g) + g(x)υ(f).











Παρατήρησvη 1.3.2.1. Με βάσvη τον ορισvμό 1.3.2.2 έχουμε ∀υ ∈ TxX, υi = (pii ◦ φ)(υ) = pii(φ(υ)) =










Λήμμα 1.3.2.2. 23∀f ∈ C∞x [X|R], ∃(U |φ) ∈ A με x ∈ U και φ(x) = 0 έτσvι, ώσvτε
f = f(x) +
dimX∑
i=1






21O orisvmìc eÐnai kalìc: D(f ◦ α)|0 = D(f ◦ φ−1 ◦ φ ◦ α)|0 = D(f ◦ φ−1)|φ(x) ◦D(φ ◦ α)|0 = D(f ◦ φ−1)|φ(x)(D(φ ◦ α)|0) =
D(f ◦ φ−1)|φ(x)(φ(υ)), anexrthto thc α ∈ [x|α].
22∀x, y ∈ R, Dupii|xy = 〈y|ei〉 = yi = pii(y), dhlad  Dpii|x = pii.
23 'Opwc parousvizetai svto [1].
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Αpiόδειξη. Ο άτλαντας A είναι μέγισvτος οpiότε ∀(U |φ) ∈ A με x ∈ U , εpiιλέγουμε (U |φ′) ∈ A με φ′ = φ−φ(x),
οpiότε και φ′(x) = 0. ΄Αρα χωρίς βλάβη της γενικότητας μpiορούμε να θεωρήσvουμε ότι φ(x) = 0. ΄Εσvτω
h = f ◦ φ−1 : RdimX ⊇ φ(U) −→ R. f ∈ C∞x [X|R] =⇒ h ∈ C∞[φ(U)|R]24 και ∀(ui)dimXi=1 ∈ φ(U) ⊆ RdimX ,



























ισvοδύναμα, θέτοντας fi = hi ◦ φ ∈ C∞[U |R],25































Θεώρημα 1.3.2.1. Οι χώροι TxX και DxX ταυτίζονται modulo ισvομορφισvμό.
Αpiόδειξη. Αρκεί να δείξουμε ότι η αντισvτοιχία του ορισvμού 1.3.2.2 είναι ισvομορφισvμός26 μεταξύ TxX και DxX.
Πράγματι:
• ∀u, v ∈ TxX με `u = `v και ∀f ∈ C∞x [X|R], u(f) = v(f) οpiότε ∀(U |φ) ∈ A με x ∈ U , u(xi) =
v(xi) =⇒ ui = vi =⇒ u = v.

































24Upì thn ènnoia ìti an h ∈ C∞
φ(x)
[φ(U)|R] tìte ∃V ∈ T%(Rn) me x ∈ V tètoio, ¸svte h ∈ C∞[V |R]. Epeid  A mègisvtoc, qwrÐc
blbh thc genikìthtac epilègoume U tètoio, ¸svte φ(U) ⊆ V .
25φ(x) = 0 kai h(0) = (f ◦ φ−1)(φ(x)) = f(x)
26orisvmìc A.3.2.2.
27 'Eqoume ∀` ∈ DxX, `(1) = `(1 · 1) = 1 · `(1) + 1 · `(1), svunep¸c `(1) = 0 (upoenìthta A.3) kai ra `(f) = 0, ∀f ∈ C∞x [X|R]
svtajer .
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Ισvχυρισvμός. Η αντισvτοιχία είναι γραμμική.
Πράγματι, ∀λ, µ ∈ R, ∀u ≡ [x|α], v ≡ [x|β] ∈ TxX και ∀f ∈ C∞x [X|R], αpiό υpiοσvημείωσvη 21 στη σελίδα 10
και εpiειδή φ είναι γραμμική28, (λu + µv)(f) = D(f ◦ φ−1)|φ(x)φ(λu + µv) = D(f ◦ φ−1)|φ(x)(λφ(u) +
µφ(v)) = λD(f ◦ φ−1)|φ(x)φ(u) + µD(f ◦ φ−1)|φ(x)φ(v) = λu(f) + µv(f).
1.3.3 Pargwgoc svunrthsvhc.
Ορισvμός 1.3.3.1 (σημειακή piαραγώγιση αpiεικόνισης). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και
x ∈ X. Η αpiεικόνισvη
d |x : C∞x [X|Y ] −→ L[TxX|Tf(x)Y ] : f 7→ df |x : TxX −→ Tf(x)Y : [x|α] 7→ df |x[x|α] := [f(x)|f ◦ α]
καλείται σvημειακή piαραγώγισvη της άλγεβρας C∞x [X|Y ] .29
Ισvχυρισvμός. ∀f ∈ C∞x [X|Y ], ∀g ∈ C∞f(x)[Y |R] και ∀υ ∈ TxX, df |x(υ)(g) = υ(g ◦ f).
Πράγματι, df |x(υ)(g) = D(g ◦ (f ◦ α))|0 = D((g ◦ f) ◦ α)|0 = υ(g ◦ f).
Λήμμα 1.3.3.1. ∀f ∈ C∞x [X|Y ] και ∀g ∈ C∞f(x)[Y |Z], d(g ◦ f)|x = dg|f(x) ◦ df |x.
Αpiόδειξη. ∀z ≡ [x|α] ∈ TxX, d(g ◦ f)|x[x|α] = [g(f(x))|g ◦ f ◦α] = dg|f(x)[f(x)|f ◦α] = dg|f(x)df |x[x|α].
Ισvχυρισvμός. df |x = ψ−1 ◦DF |φ(x) ◦ φ. Ειδικότερα, dφ|x = φ.
Πράγματι, ∀υ ≡ [x|α] ∈ TxX, ψ(df |x[x|α]) = ψ([f(x)|f ◦ α]) = D(ψ ◦ f ◦ α)|0 = D(ψ ◦ f ◦ φ−1)|φ(x) ◦
D(φ ◦ α)|0 = DF |φ(x) ◦DA|0 = DF |φ(x)φ(υ).
΄Εσvτω Y ≡ RdimX και f ≡ φ. Τότε fx = f ◦φ−1 = φ◦φ−1 = id(RdimX), σvυνεpiώς ∇φ(x)fx = id. Εpiιpiλέον,
ψ ≡ id(RdimX)30 εpiομένως έχουμε το ζητούμενο.
Με βάσvη τα piαραpiάνω
(dφ|x)−1 ≡ dφ−1|φ(x) : RdimX −→ TxX : h 7→
7→ dφ−1|φ(x)h := [x|a ≡ φ−1 ◦ (σ : R −→ RdimX : t 7→ σ(t) := φ(x) + th)],
DF |φ(x) = dψ|f(x) ◦ df |x ◦ dφ−1|φ(x).
Εpiιpiλέον ∀υ ≡ [x|α] ∈ TxX και ∀f ∈ C∞x [X|R], υ(f) = D(f ◦ α)|0 = D(f ◦ φ−1)|φ(x) ◦ D(φ ◦ α)|0 =
df |xdφ−1|φ(x)dφ|xυ = df |xυ, οpiότε και











με f j ≡ yj ◦ f . Αpiό ορισvμό 1.3.2.1, ∀i ∈ NdimX και ∀j ∈ Ndimf(X), f ji (x) ∈ R, εpiομένως, μpiορεί να ορισvτεί ο
piίνακας Jacobi της f σvτο x αντίσvτοιχο της df |x, Jx(f) ∈Mdimf(X)×dimX [R]. Τότε Jx(f) = Jφ(x)(ψ ◦ f ◦φ−1).
∀j ∈ NdimX




















29O orisvmìc eÐnai kalìc: ∀(U |φ), (V |ψ) ∈ A me x ∈ U∩f−1(V ) kai ∀β ∈ [x|α], D(ψ◦f ◦α)|0 = D(ψ◦f ◦φ−1)|φ(x)◦D(φ◦α)|0 =
DF |φ(x) ◦DA|0 = DF |φ(x) ◦DB|0 = D(ψ ◦ f ◦ φ−1)|φ(x) ◦D(φ ◦ β)|0 = D(ψ ◦ f ◦ β)|0, dhlad  f ◦ β ∈ [f(x)|f ◦ α].
30Ed¸ upojètoume Tφ(x)RdimX ≡ RdimX , alli¸c de mporoÔme na èqoume dφ|x = φ. Prgmati, mia klsvh [y|β] kampul¸n svton
RdimX ja eÐqe ψ([y|β]) = D(ψ ◦ β)|0 = Dβ|0, opìte ìpwc kai me touc antÐsvtoiqouc qrtec, kai ed¸ jewroÔme ìti h ψ den
uprqei. Me aut n th logik , ∀υ ≡ [x|α] ∈ TxX kai ∀f ∈ C∞x [X|R], df |xυ ∈ R, dhlad  df |x ∈ L[TxX|R] ≡ (TxX)∗ =: T ∗xX
(upoenìthta A.3.2).
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1.4 EFAPTOMENH DESMH











Η piολλαpiλότητα X καλείται και βάσvη της εφαpiτόμενης δέσvμης T (X).
Ορισvμός 1.4.2 (αpiεικόνιση piροβολής στη βάση). Εφοδιάζουμε την εφαpiτόμενη δέσvμη με μια αpiεικόνισvη
piροβολής σvτη βάσvη X της T (X),
pi : T (X) 7−→ X : TxX 3 z 7→ pi(z) := x.
Ισvοδύναμα, pi−1({x}) := pi−1(x) ≡ TxX ⊂ T (X).
Λήμμα 1.4.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και (U |φ) ∈ A. (pi−1(U)|α) έτσvι, ώσvτε32
α : T (X) ⊇ T (U) ≡ pi−1(U) 7−→ φ(U)× RdimX : TxX 3 z 7→ α(z) := (φ(x)|dφ|xz), pi(z) = x ∈ U ⊆ X
είναι τοpiικός χάρτης της T (X).
Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
• ∀z1, z2 ∈ pi−1(U), α(z1) = α(z2) =⇒ φ(pi(z1)) = φ(pi(z2)) =⇒ pi(z1) = pi(z2) = x ∈ U . Τότε
z1, z2 ∈ TxX με dφ|xz1 = dφ|xz2, σvυνεpiώς z1 = z2.
• Η αpiεικόνισvη
α|x : T (X) ⊇ T (U) ≡ pi−1(U) ⊃ pi−1(x) ≡ TxX 7−→ {x} × RdimX ⊂ φ(U)× RdimX ⊆ R2dimX
είναι εpiί ∀x ∈ U , καθώς και η φ : U 7−→ φ(U).
Εpiιpiλέον, φ(U)× RdimX ∈ T%(R2·dimX).
Λήμμα 1.4.2. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). T (A) := {(pi−1(U)|α)|(U |φ) ∈ A} είναι διαφορικός
άτλαντας της T (X).
Αpiόδειξη.
Ισvχυρισvμός. Η T (A) είναι άτλαντας της T (X).
Πράγματι, T (X) = pi−1(X) = pi−1(∪(U |φ)∈AU) = ∪(U |φ)∈Api−1(U).
Ισvχυρισvμός. ∀(U |φ), (V |ψ) ∈ A, (pi−1(U)|α) και (pi−1(V )|β) είναι διαφορικώς σvυμβιβασvτοί.
• α(pi−1(U) ∩ pi−1(V )) = α(pi−1(U ∩ V )) = φ(U ∩ V )× RdimX ∈ T%(RdimT (X)),
• β(pi−1(U) ∩ pi−1(V )) = β(pi−1(U ∩ V )) = ψ(U ∩ V )× RdimX ∈ T%(RdimT (X)).
Εpiιpiλέον, ∀x ∈ U ∩ V και ∀z ∈ TxX:
• (β ◦ α−1)(φ(x)|dφ|xz) = ((ψ ◦ φ−1)(φ(x))|D(ψ ◦ φ−1)|φ(x)dφ|xz),
• (α ◦ β−1)(ψ(x)|dψ|xz) = ((φ ◦ ψ−1)(ψ(x))|D(φ ◦ ψ−1)|ψ(x)dψ|xz),
quod erat demonstrandum.
31T (X), not to be confused with the topology T (X) of a set X.
32φ(x) := (φ ◦ pi)(z), ∀z ∈ TxX.
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Θεώρημα 1.4.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). (T (X)|T (A)) είναι διαφορική piολλαpiλότητα με
dimT (X) = 2 · dimX.
Ορισvμός 1.4.3 (piαράγωγος/εφαpiτόμενη αpiεικόνιση). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και
f ∈ C∞[X|Y ]. Η αpiεικόνισvη
d : C∞[X|Y ] −→
∑
x∈X
L(TxX|Tf(x)Y ) : f 7→ df : T (X) −→ T (Y ) : TxX 3 z 7→ df(z) := df |xz ∈ Tf(x)Y,
x = piX(z), καλείται ολική piαραγώγισvη της C∞[X|Y ].33 Η df είναι η piαράγωγος/εφαpiτόμενη αpiεικόνισvη.
Θεώρημα 1.4.2. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και f ∈ C∞[X|Y ]. Τότε df ∈ C∞[T (X)|T (Y )].
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω (U |φ) ∈ A ((pi−1(U)|α) ∈ T (A)), (V |ψ) ∈ B ((pi−1(U)|β) ∈ T (B)), x ∈ U ∩ f−1(V ) ⊆ X,
z ∈ TxX και η τοpiική piαράσvτασvή της df ,
β ◦ df ◦ α−1 : φ(U ∩ f−1(V ))× RdimX −→ ψ(V )× RdimY .
Ισvχυρισvμός. β ◦ df ◦ α−1 ∈ C∞[φ(U ∩ f−1(V ))× RdimX |ψ(V )× RdimY ].
Πράγματι, ∀x ∈ U ∩ f−1(V ) και ∀z ∈ TxX, (β ◦ df ◦α−1)(φ(x)|dφ|xz) = (β ◦ df)(α−1(φ(x)|dφ|xz)) = (β ◦
df)(z) = β(df(z)) = β(df |xz) = (ψ(f(x))|dψ|f(x)df |xz) = (ψ(f(φ−1(φ(x))))|dψ|f(x)df |xdφ−1|φ(x)dφ|xz) =
(F (φ(x))|DF |φ(x)dφ|xz). ΄Ομως F ∈ C∞[φ(U ∩ f−1(V ))|ψ(V )] και DF |φ(x) ∈ C∞[φ(U ∩ f−1(V ))|ψ(V )], piου
αpiοδεικνύει τον ισvχυρισvμό.
1.4.1 Dèsvmh plaisvÐwn.
Ορισvμός 1.4.1.1 (δέσμη piλαισίων). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A), x ∈ X και BxX το σvύνολο των










Η piολλαpiλότητα X καλείται και βάσvη της δέσvμης piλαισvίων B(X).
Ορισvμός 1.4.1.2 (αpiεικόνιση piροβολής). Ορίζεται η αpiεικόνισvη piροβολής της B(X),
pi : B(X) 7−→ X : BxX 3 e 7→ pi(e) := x.
Ισvοδύναμα, pi−1({x}) := pi−1(x) ≡ BxX ⊂ B(X).
Ισvχυρισvμός. ∀x ∈ X, BxX ' GLdimX(R)35.
Πράγματι, έσvτω BxX 3 e = (ei)dimXi=1 ⊂ TxX ' RdimX . Αpiό αλγεβρικό ορισvμό του TxX,36 δεδομένου ότι
∀j ∈ NdimX , xj : X −→ R, ορίζεται λ ji := ei(xj) ∈ R και ο αντίσvτοιχος piίνακας λ[φ](e) ∈ GLdimX(R) ∈
T%(Mn×n[R]). Προφανώς, λ[φ] : BxX −→ GLdimX(R) είναι ισvομορφισvμός.
Λήμμα 1.4.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και (U |φ) ∈ A. (pi−1(U)|α) έτσvι, ώσvτε
α : B(X) ⊇ B(U) ≡ pi−1(U) 7−→ φ(U)×GLdimX(R) : BxX 3 e 7→ α(e) := (φ(x), λ[φ](e))
με x = pi(e) ∈ U , είναι τοpiικός χάρτης της B(X).
33H C∞[X|Y ] den eÐnai lgebra, ìpwc kai h T (X) den eÐnai dianusvmatikìc q¸roc kai h ∇ den eÐnai grammik .
34orisvmìc A.3.1.9
35GLn(R) ∈ T%(Mn×n[R]): general linear group, svÔnolo pragmatik¸n antisvtrèyimwn pinkwn n× n me prxh ton pollaplasvi-
asvmì pinkwn. EÐnai anoiqtì uposvÔnolo me th svun jh topologÐa tou Mn×n[R].
36orisvmìc 1.3.2.1
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Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
• ∀e1, e2 ∈ pi−1(U), α(e1) = α(e2) =⇒ φ(pi(e1)) = φ(pi(e2)) =⇒ pi(e1) = pi(e2) = x ∈ U . Τότε
e1, e2 ∈ BxX με λ[φ](e1) = λ[φ](e2), σvυνεpiώς e1 = e2.
• Η αpiεικόνισvη
α|x : B(X) ⊇ B(U) ≡ pi−1(U) ⊇ pi−1(x) ≡ BxX 7−→ {x} ×GLdimX(R) ⊆ φ(U)×GLdimX(R)
είναι εpiί ∀x ∈ U , καθώς και η φ : U 7−→ φ(U), οpiότε έχουμε το ζητούμενο.
Εpiιpiλέον, φ(U) ×GLdimX(R) ∈ T%(RdimX ×GLdimX(R) ' RdimX+(dimX)2 ≡ R(1+dimX)dimX) οpiότε έχουμε
το ζητούμενο.
Λήμμα 1.4.1.2. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). B(A) := {(pi−1(U)|α)}(U |φ)∈A είναι διαφορικός
άτλαντας της B(X).
Αpiόδειξη. Δείχνουμε τα piαρακάτω:
Ισvχυρισvμός. Η B(A) είναι άτλαντας της B(X).
Πράγματι, B(X) ≡ pi−1(X) = pi−1(∪(U |φ)∈AU) = ∪(U |φ)∈Api−1(U).
Ισvχυρισvμός. ∀(U |φ), (V |ψ) ∈ A, (pi−1(U)|α) και (pi−1(V )|β) είναι διαφορικώς σvυμβιβασvτοί.
• α(pi−1(U) ∩ pi−1(V )) = α(pi−1(U ∩ V )) = φ(U ∩ V )×GLdimX(R) ∈ T%(RdimB(X)),
• β(pi−1(U) ∩ pi−1(V )) = β(pi−1(U ∩ V )) = ψ(U ∩ V )×GLdimX(R) ∈ T%(RdimB(X)).
Εpiιpiλέον, ∀x ∈ U ∩ V και ∀z ∈ TxX:
• (β ◦ α−1)(ψ(x), λ[ψ](e)) = ((ψ ◦ φ−1)(φ(x)), (λ[ψ] ◦ λ−1[φ])(λ[φ](e))),







δηλαδή, λ[ψ]◦λ−1[φ] ≡ (D(ψ◦φ−1)|φ(x) : GLdimX(R) 7−→ GLdimX(R)) ∈ C∞[GLdimX(R)|GLdimX(R)].
• (α ◦ β−1)(φ(x), λ[φ](e)) = ((φ ◦ ψ−1)(ψ(x)), (λ[φ] ◦ λ−1[ψ])(λ[ψ](e))),







δηλαδή, λ[φ]◦λ−1[ψ] ≡ (D(φ◦ψ−1)|ψ(x) : GLdimX(R) 7−→ GLdimX(R)) ∈ C∞[GLdimX(R)|GLdimX(R)].
quod erat demonstrandum.
Θεώρημα 1.4.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). (B(X)|B(A)) είναι διαφορική piολλαpiλότητα με
dimB(X) = dimX + (dimX)2 = (1 + dimX) · dimX.
Σχόλιο. ΄Εσvτω γραμμική αpiεικόνισvη f : Rn −→ Rm. Τότε ∀l ∈ N, εpiεκτείνεται η γραμμική αpiεικόνισvη
fl : Mn×l[R] −→Mm×l[R] : ∀i ∈ Nm και ∀j ∈ Nl, aij 7→ bij =
n∑
k=1




Με αυτόν τον τρόpiο ερμηνεύονται και οι D(ψ ◦ φ−1)|φ(x) : GLdimX(R) 7−→ GLdimX(R) και D(φ ◦ ψ−1)|ψ(x) :
GLdimX(R) 7−→ GLdimX(R) σvτην αpiόδειξη του λήμματος 1.4.1.2.
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1.5 DIANUSMATIKA PEDIA
1.5.1 Gewmetrikìc orisvmìc.
Ορισvμός 1.5.1.1 (διανυσματικό piεδίο). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Μια αpiεικόνισvη ξ : X −→
T (X) είναι διανυσvματικό piεδίο του X αν και μόνο αν piX ◦ ξ = idX :37
ξ
X → T (X)
idX ↓ ↙
X piX
∀(U |φ) ∈ A και ∀f ∈ C∞[U |R], ορίζεται η piραγματική σvυνάρτησvη ξ(f) : U −→ R : x 7→ ξ(f)(x) := ξ(x)(f).38
Ειδικότερα, ∀x ∈ X και ∀(U |φ) ∈ A με x ∈ U , xi ∈ C∞[U |R], ∀i ∈ NdimX . Ορίζεται ξi := ξ(xi) και
∂
∂xi








∈ BxX ≡ pi−1X (x).
Ισvχυρισvμός. Το σvύνολο των διανυσvματικών piεδίων εpiί του U με piράξεις ορισvμένες κατά σvημείο ορίζουν ένα
C∞[U |R]-piρότυpiο.
Πράγματι, ∀f ∈ C∞[U |R],
ξ + η : U −→ T (U) : x 7→ (ξ + η)(x) := ξ(x) + η(x),
fξ : U −→ T (U) : x 7→ (fξ)(x) := f(x)ξ(x).








Ορίζεται X (X) το σvύνολο όλων των διαφορίσvιμων διανυσvματικών piεδίων σvτο X.




Αpiόδειξη. ΄Εχουμε ∀x ∈ U :























































◦ φ ∈ C∞[X|R].
quod erat demonstrandum.
37Autì diasvfalÐzei ìti ∀x ∈ X, ξ(x) ∈ pi−1X (x) ≡ TxX ⊂ T (X).
38ξ(x) ∈ TxX ⊂ T (X).
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Θεώρημα 1.5.1.1 (διαφορίσιμα διανυσματικά piεδία). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και x ∈ X. Τότε
τα εpiόμενα είναι ισvοδύναμα:
1. ξ ∈ C∞x [X|T (X)],
2. ∀i ∈ NdimX , ξi ∈ C∞x [X|R],
3. ∀f ∈ C∞x [X|R], ξ(f) ∈ C∞x [X|R].
Αpiόδειξη. 1. ⇐⇒ 2.. ΄Εσvτω (U |φ) ∈ A με x ∈ U .39 Η τοpiική piαράσvτασvή της ξ σvτο x είναι της μορφής
α ◦ ξ ◦ φ−1 : φ(U) −→ φ(U)× RdimX : φ(x) 7→ α(ξ(x)) = (φ(x)|(pii(dφ|xξ(x)))dimXi=1 ),
όpiου ∀i ∈ NdimX , pii(dφ|xξ(x)) = Dpii|φ(x)dφ|xξ(x) = d(pii ◦ φ)|xξ(x) = dxi|x(ξ(x)) = ξ(x)(xi) = ξi(x) =
(ξi ◦ φ−1)(φ(x)), δηλαδή
(α ◦ ξ ◦ φ−1)(φ(x)) = (φ(x)|((ξi ◦ φ−1)(φ(x)))dimXi=1 ).
ξ ∈ C∞x [X|T (X)]⇐⇒ α◦ ξ ◦φ−1 ∈ C∞φ(x)[RdimX |RdimT (X)]⇐⇒ ξi ◦φ−1 ∈ C∞φ(x)[RdimX |R]⇐⇒ ξi ∈ C∞x [X|R],
∀i ∈ NdimX .
2. =⇒ 3..∀f ∈ C∞x [X|R], ∀x ∈ X, ∃(U |φ) ∈ A τέτοιος, ώσvτε x ∈ U και
















Πόρισvμα 1.5.1.1. Τα βασvικά διανυσvματικά piεδία είναι διαφορίσvιμα, δηλαδή ∀(U |φ) ∈ A,
∂
∂xi
∈ C∞[U |T (U)].
Αpiόδειξη. ΄Αμεσvη αpiόρροια του θεωρήματος 1.5.1.1 και του λήμματος 1.5.1.1.
Σχόλιο. Με βάσvη τον ορισvμό 1.5.1.1 και το θεώρημα 1.5.1.1, το σvύνολο X (X) είναι C∞[X|R]-piρότυpiο.
1.5.2 Algebrikìc orisvmìc.
Ορισvμός 1.5.2.1 (ολική piαραγώγιση). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και x ∈ X. Η αpiεικόνισvη
∂ : C∞[X|R] −→ C∞[X|R] καλείται ολική piαραγώγισvη της άλγεβρας C∞[X|R], αν και μόνο αν:
• ∀λ, µ ∈ R και ∀f, g ∈ C∞[X|R], ∂(λf + µg) = λ∂f + µ∂g (γραμμικότητα),
• ∀f, g ∈ C∞[X|R], ∂(fg) = f∂g + g∂f (κανόνας γινομένου Leibniz).
Το σvύνολο των piαραγωγίσvεων της C∞[X|R] με piράξεις ορισvμένες κατά σvημείο ορίζουν ένα C∞[X|R]-piρότυpiο.
Ονομάζουμε το σvύνολο αυτό D(X).
Θεώρημα 1.5.2.1. D(X) ' X (X).
Αpiόδειξη.
Ισvχυρισvμός. Η αpiεικόνισvη ∂x : C∞x [X|R] −→ R : f 7→ ∂xf := ∂f(x) ορίζει σvημειακή piαραγώγισvη της C∞x [X|R].
Πράγματι, αpiό τις κατά σvημείο ιδιότητες του D(X) ως C∞[X|R]-piρότυpiο, piροκύpiτουν οι ιδιότητες του
ορισvμού 1.3.2.1, δηλαδή, ∂x ∈ DxX ' TxX. ∀∂ ∈ D(X), ορίζεται το διανυσvματικό piεδίο ξ[∂] : X −→ T (X) :
x 7→ ξ[∂](x) := ∂x.
39ξ(U) ⊂ pi−1X (U), (pi−1X (U)|α) ∈ T (A) afoÔ (U |φ) ∈ A.
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Ισvχυρισvμός. ∀∂ ∈ D(X), ξ[∂] ∈ X (X).
Πράγματι, ∀f ∈ C∞[X|R] και ∀x ∈ X, ξ[∂](f)(x) := ξ[∂](x)(f) = ∂xf = ∂f(x) =⇒ ξ[∂](f) = ∂f ∈
C∞[X|R].
• ∀∂1, ∂2 ∈ D(X) με ξ[∂1] = ξ[∂2], ∀f ∈ C∞[X|R], ∂1f = ∂2f =⇒ ∂1 = ∂2.
• ∀η ∈ X (X), (η : C∞[X|R] −→ C∞[X|R] : f 7→ η(f)) ∈ D(X) αpiό θεώρημα 1.5.1.1. ∀f ∈ C∞[X|R],
ξ[η](f) = η(f) =⇒ ξ[η] = η.
Ισvχυρισvμός. Η αντισvτοιχία διανυσvματικού piεδίου - piαραγώγισvης είναι (σvημειακά) γραμμική.
Πράγματι, ∀∂1, ∂2 ∈ D(X), ∀f1, f2 ∈ C∞[X|R] και ∀g ∈ C∞[X|R], ξ[f1∂1 + f2∂2](g) = (f1∂1 + f2∂2)(g) =
f1∂1g + f2∂2g = f1ξ[∂1](g) + f2ξ[∂2](g), δηλαδή ξ[f1∂1 + f2∂2] = f1ξ[∂1] + f2ξ[∂2].
Θεώρημα 1.5.2.2 (γινόμενο Lie). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). ∀ξ, η ∈ D(X),
([ξ|η] ≡ ξ ◦ η − η ◦ ξ : C∞[X|R] −→ C∞[X|R] : f 7→ [ξ|η](f) := ξ(η(f))− η(ξ(f))) ∈ D(X).
Αυτό δίνει μια εpiιpiλέον δομή γινομένου δακτυλίου σvτο C∞[X|R]-piρότυpiο D(X) με τις εξής αντικατασvτάσvεις
ιδιοτήτων:
Lie1: ∀ξ1, ξ2 ∈ D(X), [ξ1|ξ2] + [ξ2|ξ1] = 0 (μεταθετικό −→ αντιμεταθετικό γινόμενο),
Lie2: ∀ξ1, ξ2, ξ3 ∈ D(X), [[ξ1|ξ2]|ξ3] + [[ξ2|ξ3]|ξ1] + [[ξ3|ξ1]|ξ2] = 0
(piροσvεταιρισvτική ιδιότητα −→ ταυτότητα Jacobi).
piου το κάνει άλγεβρα Lie.Εpiιpiλέον, ∀f1, f2 ∈ C∞[X|R],
[f1ξ1|f2ξ2] = f1f2[ξ1|ξ2] + f1ξ1(f2)ξ2 − f2ξ2(f1)ξ1.
Αpiόδειξη. ∀ξ1, ξ2 ∈ D(X), ∀f1, f2 ∈ C∞[X|R] και ∀g ∈ C∞[X|R],
[f1ξ1|f2ξ2](g) = (f1ξ1)((f2ξ2)(g))− (f2ξ2)((f1ξ1)(g)) = f1ξ1(f2ξ2(g))− f2ξ2(f1ξ1(g)) = f1(ξ1(f2)ξ2(g)−
f2ξ1(ξ2(g)))− f2(ξ2(f1)ξ1(g)− f1ξ2(ξ1(g))) = f1f2[ξ1|ξ2](g) + f1ξ1(f2)ξ2(g)− f2ξ2(f1)ξ1(g).
Lie1: ∀ξ1, ξ2 ∈ D(X), [ξ1|ξ2](g) + [ξ2|ξ1](g) = ξ1(ξ2(g))− ξ2(ξ1(g)) + ξ2(ξ1(g))− ξ1(ξ2(g)) = 0,
Lie2: ∀ξ1, ξ2, ξ3 ∈ D(X), [[ξ1|ξ2]|ξ3](g) + [[ξ2|ξ3]|ξ1](g) + [[ξ3|ξ1]|ξ2](g)
= ξ1(ξ2(ξ3(g)))− ξ2(ξ1(ξ3(g)))− ξ3(ξ1(ξ2(g))) + ξ3(ξ2(ξ1(g)))
+ ξ2(ξ3(ξ1(g)))− ξ3(ξ2(ξ1(g)))− ξ1(ξ2(ξ3(g))) + ξ1(ξ3(ξ2(g)))
+ ξ3(ξ1(ξ2(g)))− ξ1(ξ3(ξ2(g)))− ξ2(ξ3(ξ1(g))) + ξ2(ξ1(ξ3(g))) = 0,
quod erat demonstrandum.
1.5.3 Dianusvmatik pedÐa kat m koc apeikonÐsvewn.
Ορισvμός 1.5.3.1 (διανυσματικό piεδίο κατά μήκος αpiεικόνισης). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A),
(Y |B) και αpiεικόνισvη f : X −→ Y . Μια αpiεικόνισvη ξ : X −→ T (Y ) είναι διανυσvματικό piεδίο του X κατά μήκος
της f αν και μόνο αν piY ◦ ξ = f :40
X ξ
f ↓ ↘
Y ← T (Y )
piY
∀(U |φ) ∈ A και ∀(V |ψ) ∈ B με (U ∩f−1(V )|φ) ∈ A και x ∈ U ∩f−1(V ), ∀g ∈ C∞[V |R], ορίζεται η piραγματική
σvυνάρτησvη ξ(g) : U ∩ f−1(V ) −→ R : x 7→ ξ(g)(x) := ξ(x)(g).41 Ειδικότερα, ∀i ∈ NdimY , yi ∈ C∞[V |R],
ορίζεται ξi := ξ(yi) και
∂
∂yi








∈ Bf(x)Y ≡ pi−1Y (f(x)).
40Autì diasvfalÐzei ìti ∀x ∈ X, ξ(x) ∈ pi−1Y (f(x)) ≡ Tf(x)Y ⊂ T (Y ).
41ξ(x) ∈ Tf(x)Y ⊂ T (Y ).
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Ισvχυρισvμός. Το σvύνολο των διανυσvματικών piεδίων εpiί του U ∩ f−1(V ) με piράξεις ορισvμένες κατά σvημείο
ορίζουν ένα C∞[U ∩ f−1(V )|R]-piρότυpiο.
Πράγματι, ∀h ∈ C∞[U ∩ f−1(V )|R],
ξ + η : U ∩ f−1(V ) −→ T (V ) : x 7→ (ξ + η)(x) := ξ(x) + η(x),
hξ : U ∩ f−1(V ) −→ T (V ) : x 7→ (hξ)(x) := h(x)ξ(x).








Ορίζεται X (f) ⊂ C∞[X|T (Y )] το σvύνολο όλων των διαφορίσvιμων διανυσvματικών piεδίων σvτο X κατά μήκος της
f .
Θεώρημα 1.5.3.1 (Ck-διανυσματικά piεδία). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και αpiεικόνισvη
f ∈ C∞x [X|Y ]. Τότε τα εpiόμενα είναι ισvοδύναμα
1. ξ ∈ C∞x [X|T (Y )],
2. ∀i ∈ NdimY , ξi ∈ C∞x [X|R],
3. ∀g ∈ C∞f(x)[Y |R], ξ(g) ∈ C∞x [X|R].
Αpiόδειξη. 1. ⇐⇒ 2.. ΄Εσvτω (U |φ) ∈ A και (V |ψ) ∈ B με (U ∩ f−1(V )|φ) ∈ A και x ∈ U ∩ f−1(V ).42 Η
τοpiική piαράσvτασvή της ξ σvτο x είναι της μορφής
β ◦ ξ ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) −→ ψ(V )× RdimX : φ(x) 7→ β(ξ(x)) = (F (φ(x))|(pii(dψ|f(x)ξ(x)))dimXi=1 )
όpiου ∀i ∈ NdimX , pii(dψ|f(x)ξ(x)) = Dpii|ψ(f(x))dψ|f(x)ξ(x) = d(pii ◦ ψ)|f(x)ξ(x) = dyi|f(x)ξ(x) = ξ(x)(yi) =
ξi(x) = (ξi ◦ φ−1)(φ(x)), δηλαδή
(β ◦ ξ ◦ φ−1)(φ(x)) = ((ψ ◦ f ◦ φ−1)(φ(x))|((ξi ◦ φ−1)(φ(x)))dimXi=1 ).
ξ ∈ Ckx [X|T (Y )]⇐⇒ ψ ◦ f ◦φ−1 ∈ C∞φ(x)[RdimX |RdimY ]∧ (β ◦ ξ ◦φ−1 ∈ C∞φ(x)[RdimX |RdimT (Y )]⇐⇒ ξi ◦φ−1 ∈
C∞φ(x)[RdimX |R])⇐⇒ f ∈ C∞x [X|Y ] ∧ ξi ∈ C∞x [X|R], ∀i ∈ NdimY .
2. =⇒ 3.. ∀f ∈ C∞x [X|R], ∀x ∈ X, ∃(U |φ) ∈ A τέτοιος, ώσvτε x ∈ U και














◦ f ∈ C∞x [X|R].
quod erat demonstrandum.
Λήμμα 1.5.3.1. ∀f ∈ C∞[X|Y ] και ∀ξ ∈ X (X), df ◦ ξ ∈ X (f).
Αpiόδειξη. Πράγματι, df ◦ ξ : X −→ T (Y ) και ∇f ∈ C∞[T (X)|T (Y )]. ΄Ομως
piY ◦ df : T (X) −→ Y : TxX 3 z 7→ piY (df(z)) = piY (df |xz) = f(x) = f(piX(z)),
οpiότε piY ◦ df ◦ ξ = f ◦ piX ◦ ξ = f .
42ξ(U ∩ f−1(V )) ⊂ pi−1Y (V ), (pi−1Y (V )|β) ∈ T (A) afoÔ (V |ψ) ∈ B.
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1.5.3.1 Διανυσvματικά piεδία κατά μήκος καμpiυλών.
Ορισvμός 1.5.3.1.1 (piεδίο ταχυτήτων). ΄Εσvτω η τετριμμένη αναλυτική piολλαpiλότητα (R|A) τέτοια, ώσvτε
∀(U |φ) ∈ A, U ∈ T%(R) και φ = idU . Τότε ορίζεται το βασvικό piεδίο του (R|idR) ∈ A43,




∈ TxR ' R.





΄Εσvτω καμpiύλη α ∈ C∞[R|X].Το διανυσvματικό piεδίο
dα
dt
:= dα ◦ ∂t : R −→ T (X) : x 7→ dα(∂t(x)) = dα|x∂t(x) ∈ Tα(x)X
καλείται piεδίο ταχυτήτων της καμpiύλης α. Αpiό piρότασvη 1.5.3 έχουμε ότι ∇α◦∂t ∈ X (α). Αpiό ορισvμό 1.5.1.1,
∀(U |φ) ∈ A,

















1.5.4 Susvqetisvmèna dianusvmatik pedÐa.
Ορισvμός 1.5.4.1 (f -συσχετισμένα διανυσματικά piεδία). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και
διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ]. Τα διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία ξ ∈ X (X) και η ∈ X (Y ) καλούνται
f -σvυσvχετισvμένα αν και μόνο αν df ◦ ξ = η ◦ f .44Σχηματικά:
ξ
X −→ T (X)
f ↓ ↓ df
Y −→ T (Y )
η
Λήμμα 1.5.4.1. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ].
Τα διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία ξ ∈ X (X) και η ∈ X (Y ) είναι f -σvυσvχετισvμένα αν και μόνο αν ∀g ∈
C∞[f(X)|R], ξ(g ◦ f) = η(g) ◦ f .
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω df ◦ξ = η◦f . Ισvοδύναμα, ∀x ∈ X, (df ◦ξ)(x) = (η◦f)(x)⇐⇒ df |xξ(x) = η(f(x)) ∈ Tf(x)X.
Ισvοδύναμα, αpiό θεώρημα 1.3.2.1 ∀g ∈ C∞f(x)[Y |R], df |xξ(x)(g) = η(f(x))(g)⇐⇒ ξ(x)(g ◦ f) = η(g)(f(x))⇐⇒
ξ(g ◦ f)(x) = (η(g) ◦ f)(x)⇐⇒ ξ(g ◦ f) = η(g) ◦ f .
Πρότασvη 1.5.4.1. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ].
Εpiιpiλέον, έσvτω ότι τα διανυσvματικά piεδία ξ1 ∈ X (X) και η1 ∈ X (Y ), καθώς και ξ2 ∈ X (X) και η2 ∈ X (Y ), είναι
f -σvυσvχετισvμένα, αντίσvτοιχα. Τότε και τα διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία [ξ1|ξ2] ∈ X (X) και [η1|η2] ∈ X (Y )
είναι f -σvυσvχετισvμένα.
Αpiόδειξη. Αpiό λήμμα 1.5.3, αρκεί να δειχθεί ότι ∀g ∈ C∞[f(X)|R], [ξ1|ξ2](g ◦ f) = [η1|η2](g) ◦ f . Πράγματι,
[ξ1|ξ2](g ◦f) = ξ1(ξ2(g ◦f))−ξ2(ξ1(g ◦f)) = ξ1(η2(g)◦f)−ξ2(η1(g)◦f) = (df ◦ξ1)(η2(g))− (df ◦ξ2)(η1(g)) =
(η1 ◦ f)(η2(g))− (η2 ◦ f)(η1(g)) = η1(η2(g)) ◦ f − η2(η1(g)) ◦ f = [η1|η2](g) ◦ f .
43Kat svunèpeia, ∀(U |φ) ∈ A afoÔ U ⊆ R kai φ = idU = idR|U .
44df ◦ ξ ∈ X (f) kai ra η ◦ f ∈ X (f), l mma 1.5.3.
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Ορισvμός 1.5.4.2 (ισομορφισμοί& αυτομορφισμοί piολλαpiλοτητων). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A),
(Y |B) και διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ]. Η f ορίζει ισvομορφισvμό των piολλαpiλοτήτων X και Y αν και
μόνο αν είναι αμφιδιαφόρισvη, δηλαδή αμφιμονοσvήμαντη με f−1 ∈ C∞[X|Y ]. Στην piερίpiτωσvη piου Y ≡ X, η f
καλείται αυτομορφισvμός του X, και γράφουμε το σvύνολο όλων των αυτομορφισvμών του X ως Diff(X).
Ορισvμός 1.5.4.3 (συζυγής αpiεικόνιση). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και ισvομορφισvμός
f ∈ C∞[X|Y ]. Τότε ορίζεται η σvυζυγής αpiεικόνισvη της f , f∗ : X (X) −→ X (Y ) : ξ 7→ f∗(ξ) := df ◦ ξ ◦ f−1.
Προφανώς df ◦ ξ = f∗(ξ) ◦ f .
΄Ενα διαφορίσvιμο διανυσvματικό piεδίο του X, ξ ∈ X (X) χαρακτηρίζεται ως αναλλοίωτο ως piρος αυτομορφισvμό
f ∈ Diff(X) του X, αν και μόνο αν f∗(ξ) = ξ.
Θεώρημα 1.5.4.1. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και ισvομορφισvμός f ∈ C∞[X|Y ]. Τότε,
η αpiεικόνισvη f∗ : X (X) −→ X (Y ) : ξ 7→ f∗(ξ) := df ◦ ξ ◦ f−1 είναι ισvομορφισvμός μεταξύ αλγεβρών Lie.
Αpiόδειξη. Η f∗ είναι αμφιμονοσvήμαντη αφού η αpiεικόνισvη f−1∗ : X (Y ) −→ X (X) : η 7→ f−1∗ (η) := df−1 ◦ ξ ◦ f
είναι καλά ορισvμένη45 και f∗ ◦ f−1∗ = idX (Y ) και f−1∗ ◦ f∗ = idX (X).
∀ξ1, ξ2 ∈ X (X) και ∀f1, f2 ∈ C∞[X|R]:
• f∗(f1ξ1 + f2ξ2) = df ◦ (f1ξ1 + f2ξ2) ◦ f−1 = df ◦ (f1ξ1) ◦ f−1 + df ◦ (f2ξ2) ◦ f−1 = df ◦ ((f1 ◦
f−1)(ξ1 ◦ f−1)) + df ◦ ((f2 ◦ f−1)(ξ2 ◦ f−1)) = (f1 ◦ f−1)(df ◦ ξ1 ◦ f−1) + (f2 ◦ f−1)(df ◦ ξ2 ◦ f−1) =
(f1 ◦ f−1)f∗(ξ1) + (f2 ◦ f−1)f∗(ξ2),46
• f∗([ξ1|ξ2]) = [f∗(ξ1)|f∗(ξ2)] αpiό piρότασvη 1.5.4.1,
quod erat demonstrandum.
Πόρισvμα 1.5.4.1. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B). f ∈ Diff(X)⇐⇒ f∗ ∈ aut(X (X)).
Λήμμα 1.5.4.2. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B), (Z|C) και αμφιδιαφορίσvεις f ∈ C∞[X|Y ],
g ∈ C∞[Y |Z]. Τότε (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗.
Αpiόδειξη. ∀ξ ∈ X (X),
(g∗ ◦ f∗)(ξ) = g∗(f∗(ξ)) := g∗(df ◦ ξ ◦ f−1) := dg ◦ (df ◦ ξ ◦ f−1) ◦ g−1 = d(g ◦ f) ◦ ξ ◦ (g ◦ f)−1 = (g ◦ f)∗(ξ),
quod erat demonstrandum
1.5.4.1 Ολοκληρωτικές καμpiύλες - Διαφορικές εξισvώσvεις.
Ορισvμός 1.5.4.1.1 (ολοκληρωτική καμpiύλη - διαφορική εξίσωση). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και
διαφορίσvιμο διανυσvματικό piεδίο ξ ∈ X (X). Μια διαφορίσvιμη καμpiύλη α ∈ C∞[I|X]47 καλείται ολοκληρωτική
καμpiύλη του διανυσvματικού piεδίου ξ αν και μόνο αν ∂t και ξ είναι α-σvυσvχετισvμένα ή αpiό ορισvμό 1.5.3.1.1
∀(U |φ) ∈ A,
dα
dt
= ξ ◦ α⇐⇒ dα
i
dt
= ξi ◦ α = (ξi ◦ φ−1)((αj)dimXj=1 ),
piου αpiοτελεί μια διαφορική εξίσvωσvη με αντίσvτοιχη τοpiική έκφρασvη ∀(U |φ) ∈ A.




= ξ ◦ α,
είναι piρόβλημα Cauchy.
Λήμμα 1.5.4.1.1. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ].
Τα εpiόμενα είναι ισvοδύναμα:
45(f ◦ f−1 = idY ) ∧ (f−1 ◦ f = idX) =⇒ (df)−1 = df−1 =⇒ f−1∗ = (f−1)∗.
46∀g ∈ C∞[X|R], g ◦ f ∈ C∞[Y |R] apì prìtasvh 1.2.1 kai f ∈ Diff(X) ⊆ C∞[X|Y ].
47I ⊆ R, disvthma.
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1. Τα διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία ξ ∈ X (X) και η ∈ X (Y ) είναι f -σvυσvχετισvμένα.
2. ∀α ∈ C∞[I|X] ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ ∈ X (X), η f ◦ α ∈ C∞[I|Y ] είναι ολοκληρωτική καμpiύλη
του η ∈ X (Y ).48
Αpiόδειξη. 1. =⇒ 2... Ισvχύει df ◦ ξ = η ◦ f . ΄Εσvτω α ∈ C∞[I|X] ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ. Τότε
d
dt
(f ◦ α) = (d(f ◦ α) = df ◦ dα) ◦ ∂t = df ◦ dα
dt
= (df ◦ ξ = η ◦ f) ◦ α,
2. =⇒ 1... ΄Εσvτω ότι f ◦α είναι ολοκληρωτική καμpiύλη του η. Τότε ∀x ∈ X, (df ◦ ξ)(x) = df(ξ(x = α(0))) =
(df ◦ ξ ◦ α)(0) = ((df ◦ dα = d(f ◦ α) = η ◦ f) ◦ ∂t)(0) = η(f(α(0) = x)).
Ορισvμός 1.5.4.1.2 (χρονική μεταφορά). Η χρονική μετατόpiισvη εκφράζεται, ∀s ∈ R, αpiό την αμφιδιαφόρισvη
`s : R 7−→ R : t 7→ `s(t) := s+ t = t+ s με αντίσvτοιχο ισvομορφισvμό εφαpiτόμενων χώρων d`s|t : R ' TtR 7−→
Ts+tR ' R : ∂tx 7→ d`s|t∂tx =: ∂s+tx.
Πράγματι, έσvτω αμφιδιαφόρισvη f ∈ Diff(X). Τότε:
• ∀α, β ∈ CxX με [f(x)|f ◦α] = [f(x)|f ◦ β] ισvοδύναμα, ∀(V |ψ) ∈ A, D(ψ ◦ f ◦α)|0 = D(ψ ◦ f ◦ β)|0 ⇐⇒
dψ|f(x) ◦ df |x ◦ dα|0 = dψ|f(x) ◦ df |x ◦ dβ|0 ισvοδύναμα, ∀(U |φ) ∈ A, dψ|f(x) ◦ df |x ◦ d(φ−1 ◦φ)|x ◦ dα|0 =
dψ|f(x) ◦ df |x ◦ d(φ−1 ◦ φ)|x ◦ dβ|0 ⇐⇒ (dψ|f(x) ◦ df |x ◦ dφ−1|φ(x)) ◦ (dφ|x ◦ dα|0) = (dψ|f(x) ◦ df |x ◦
dφ−1|φ(x)) ◦ (dφ|x ◦ dβ|0)⇐⇒ D(ψ ◦ f ◦φ−1)|φ(x) ◦D(φ ◦α)|0 = D(ψ ◦ f ◦φ−1)|φ(x) ◦D(φ ◦ β)|0. ΄Ομως
f−1 ∈ Diff(X) οpiότε και φ◦f−1◦ψ−1 ∈ C∞[ψ(f(U)∩V )|φ(U)]49, σvυνεpiώς D(φ◦f−1◦ψ−1)|ψ(x)◦D(ψ◦
f◦φ−1)|φ(x)◦D(φ◦α)|0 = D(φ◦f−1◦ψ−1)|ψ(x)◦D(ψ◦f◦φ−1)|φ(x)◦D(φ◦β)|0 ⇐⇒ D(φ◦α)|0 = D(φ◦β)|0
δηλαδή, [x|α] = [x|β].
• f−1 ∈ Diff(X) εpiομένως ∀x ∈ X, f−1(x) ∈ X και ∀α, β ∈ CxX, ∀(U |φ), (V |ψ) ∈ A, D(φ ◦ α)|0 =
D(φ◦β)|0 ⇐⇒ D(ψ◦f−1◦φ−1)|φ(x)◦D(φ◦α)|0 = D(ψ◦f−1◦φ−1)|φ(x)◦D(φ◦β)|0 ⇐⇒ D(ψ◦f−1◦α)|0 =
D(ψ ◦ f−1 ◦ β)|0 δηλαδή, [f−1(x)|f−1 ◦ α] = [f−1(x)|f−1 ◦ β].
Ισvχυρισvμός. Η χρονική μετατόpiισvη `s ως καμpiύλη του R είναι ολοκληρωτική καμpiύλη του βασvικού piεδίου ∂t.
Πράγματι, ∀t ∈ R, (d`s ◦ ∂t)(x) = d`s(∂tx) := d`s|t∂tx := ∂s+tx = ∂t`s(x) = (∂t ◦ `s)(x).50
Λήμμα 1.5.4.1.2. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A), διανυσvματικό piεδίο ξ ∈ X (X) και ολοκληρωτική
καμpiύλη α ∈ C∞[R|X] του ξ. Η καμpiύλη α ◦ `s ∈ C∞[R|X] είναι εpiίσvης ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ.
Αpiόδειξη. α είναι ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ, σvυνεpiώς ∂x και ξ είναι α-σvυσvχετισvμένα. `s είναι ολοκληρωτική
καμpiύλη του ∂x εpiομένως αpiό λήμμα 1.5.4.1.1 α ◦ `s είναι ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ.
1.6 DIAFORIKES ROES
Ορισvμός 1.6.1 (διαφορική ροή). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Καλούμε διαφορική ροή μια δι-
αφορίσvιμη αpiεικόνισvη
φ : R×X −→ X : (t|x) 7→ φ(t|x) =: φt(x) =: αx(t)
τέτοια, ώσvτε ∀t, s ∈ R, φ(0|x) = x και φ(t + s|x) = φ(t|φ(s|x)) ισvοδύναμα, φ0 = idX και φt+s = φt ◦ φs.
Συνεpiώς {φt}t∈R ⊆ Diff(X).51 Εpiιpiλέον αx ∈ C∞[R|X] καλείται τροχιά του x ∈ X σvτη φ. Συμβολίζουμε
φ ∈ R(X) ⊆ C∞[R×X|X].
Ορισvμός 1.6.2 (αpiειροστικός γεννήτορας). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Καλούμε αpiειροσvτικό
γεννήτορα της διαφορικής ροής φ το διανυσvματικό piεδίο





48Lème ìti h svunrthsvh f diathreÐ tic oloklhrwtikèc kampÔlec.
49x ∈ U ∩ f−1(U) kai f(x) ∈ f(U ∩ f−1(V )) = f(U) ∩ f(f−1(V )) = f(U) ∩ V afoÔ h f eÐnai amfimonosv manth.
50Autì svhmaÐnei pwc to basvikì pedÐo ∂t eÐnai analloÐwto wc proc tic qronikèc metatopÐsveic {`s}s∈R afoÔ ∇`s ◦ ∂t = ∂t ◦ `s.
51φ−1t = φ−t kai αx(0) = x.
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Σχόλιο. ξ ∈ X (X).
Λήμμα 1.6.1. ΄Εσvτω διαφορική ροή φ ∈ R(X) σvε διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και ξ ∈ X (X) ο αντίσvτοιχος
αpiειροσvτικός γεννήτορας της φ. ∀x ∈ X, η τροχιά του x σvτην φ είναι ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ.
















(0) = ξ(φ(t|x) = αx(t)) = (ξ ◦ αx)(t),
quod erat demonstrandum.
Θεώρημα 1.6.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Τότε έχουμε ότι, ∀x ∈ X, ∃(U |φ) ∈ A τέτοιος,
ώσvτε ∀(ξ : X ⊇ U −→ T (U) ⊆ T (X)) ∈ X (U) ⊆ X (X), ∃(φ : R× U ⊇ I × U −→ U ⊆ X) ∈ R(U) ⊆ R(X)
τέτοια, ώσvτε ξ είναι αpiειροσvτικός γεννήτορας της φ, και αντίσvτροφα, δηλαδή R(U) ' X (U). Λέμε ότι το ξ
ορίζει τοpiικά μια διαφορική ροή.
Ορισvμός 1.6.3 (f -συσχετισμένες διαφορικές ροές). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και
διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ]. Οι διαφορικές ροές φ ∈ R(X) και ψ ∈ R(Y ) καλούνται f -σvυσvχετισvμένες
αν και μόνο αν ∀t ∈ R, f ◦ φt = ψt ◦ f .52
Αν f ισvομορφισvμός ορίζεται η σvυζυγής αpiεικόνισvη f∗ : R(X) −→ R(Y ) : φt 7→ f∗(φt) := f ◦ φt ◦ f−1,
∀t ∈ Iφ ⊆ R. Μια διαφορική ροή φ είναι f -αναλλοίωτη αν και μόνο αν f∗(φ) = φ.
Λήμμα 1.6.2. ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B) και διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ]. Τα
εpiόμενα είναι ισvοδύναμα:
1. Τα διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία ξ ∈ X (X) και η ∈ X (Y ) είναι f -σvυσvχετισvμένα,
2. ∀x ∈ X, ∃(A|α) ∈ A και ∃(B|β) ∈ B με x ∈ A∩f−1(B) και (A∩f−1(B)|α) ∈ A έτσvι, ώσvτε οι (τοpiικές)
διαφορικές ροές φ ∈ R(A ∩ f−1(B)) του ξ και ψ ∈ R(B) του η είναι f -σvυσvχετισvμένες.
Αpiόδειξη. 1. =⇒ 2.. ΄Εσvτω x ∈ A ∪ f−1(B) και αx ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ με αx(0) = x. Τότε
αpiό λήμμα 1.5.4.1.1, f ◦ αx είναι ολοκληρωτική καμpiύλη του η με (f ◦ αx)(0) = f(αx(0) = x), δηλαδή
(ψt ◦ f)(x) = ψt(f(x)) = αf(x)(t) = (f ◦ αx)(t) = f(αx(t) = φt(x)) = (f ◦ φt)(x), ∀t ∈ Iφ ∩ Iψ ⊆ R.53
2. =⇒ 1.. ΄Εσvτω αx ολοκληρωτική καμpiύλη του ξ και αf(x) ολοκληρωτική καμpiύλη του η αντίσvτοιχα.
Τότε (f ◦αx)(t) = f(αx(t) = φt(x)) = (f ◦φt = ψt◦f)(x) = ψt(f(x)) = αf(x)(t) =⇒ (df ◦ξ)(x) = df |x(ξ(x) =
(dαx ◦ ∂t)(0)) = ((df ◦ αx = dαf(x)) ◦ ∂t)(0) = η(f(x)) = (η ◦ f)(x), ∀x ∈ X.
Σχόλιο. Αpiό λήμμα 1.6.2, ∀ξ ∈ X (X) και ∀f ∈ Diff(X), df ◦ ξ = ξ ◦ f αν και μόνο αν ∀(A|α) ∈ A και
∀φ ∈ R(A) με γεννήτορα ξ|A ∈ X (A), f ◦ φt = φt ◦ f , ∀t ∈ Iφ ⊆ R.54 Ειδικότερα, dφt ◦ ξ|A = ξ|A ◦ φt, δηλαδή
το ξ είναι piάντα τοpiικά φt-αναλλοίωτο (ως piρος τη ροή του).
Θεώρημα 1.6.2 (piαράγωγος Lie). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία
ξ, η ∈ X (X). Εpiιpiλέον, έσvτω τοpiικός χάρτης (A|α) ∈ A και η αντίσvτοιχη (τοpiική) ροή φ ∈ R(A) του ξ:








(dφt ◦ η|A ◦ φ−t − η|A)
ονομάζεται piαράγωγος Lie του η ως piρος ξ. Εpiιpiλέον έχουμε ∀f ∈ C∞[X|R]:








(f |A ◦ φt − f |A)
52IsvodÔnama, ∀t ∈ R kai ∀x ∈ X, f(φ(t|x)) = ψ(t|f(x)).
53l mma 1.6.1
54 'H ξ eÐnai f -analloÐwto an kai mìno an φ eÐnai f - analloÐwth.
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Πρότασvη 1.6.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία ξ, η ∈ X (X).
Εpiιpiλέον, έσvτω τοpiικοί χάρτες (A|α), (B|β) ∈ A και οι (τοpiικές) ροές φ ∈ R(A) του ξ και ψ ∈ R(B) του η. Τα
εpiόμενα είναι ισvοδύναμα:
1. ξ|A∩B ◦ η|A∩B = η|A∩B ◦ ξ|A∩B ,
2. φt ◦ ψs = ψs ◦ φt, ∀t, s ∈ Iφ ∩ Iψ ⊆ R,
3. φt ◦ η|A∩B = η|A∩B ◦ φt, ∀t ∈ Iφ ⊆ R,
4. ξ|A∩B ◦ ψs = ψs ◦ ξ|A∩B , ∀s ∈ Iψ ⊆ R.
1.7 DIAFORIKES UPOPOLLAPLOTHTES
Ορισvμός 1.7.1 (διαφορική εμφύτευση/εμβάpiτιση). ΄Εσvτω διαφορικές piολλαpiλότητες (X|A), (Y |B), x ∈ X
και διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ].
• Η f είναι εμφύτευσvη του X εν Y σvτο x αν και μόνο αν η df |x είναι μονοσvήμαντη.
• Η f είναι εμφύτευσvη του X εν Y αν και μόνο αν η df είναι μονοσvήμαντη.
• Η f είναι εμβάpiτισvη του X εν Y αν και μόνο αν η f είναι εμφύτευσvη του X εν Y και μονοσvήμαντη.
Ορισvμός 1.7.2 (διαφορική υpiοpiολλαpiλότητα). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (Y |B). Μια διαφορική piολ-
λαpiλότητα (X|A) εφοδιασvμένη με μία εμβάpiτισvη f ∈ C∞[X|Y ] καλείται υpiοpiολλαpiλότητα της (Y |B) και
γράφουμε X ↪→f Y . ΄Εχουμε A = {(f(X) ∩ V |ψ ◦ f)|(V |ψ) ∈ B}.
Ορισvμός 1.7.3 (εφαpiτόμενο διαφορικής υpiοpiολλαpiλότητας διανυσματικό piεδίο). ΄Ενα διαφορίσvιμο διανυσv-
ματικό piεδίο η ∈ X (Y ) εφάpiτεται διαφορικής υpiοpiολλαpiλότητας X ↪→f Y μιας διαφορικής piολλαpiλότητας
(Y |A) αν και μόνο αν pif(X) ◦ η = idf(X).
Θεώρημα 1.7.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (Y |B) και διαφορική υpiοpiολλαpiλότητα X ↪→f Y . ΄Ενα
διαφορίσvιμο διανυσvματικό piεδίο η ∈ X (Y ) εφάpiτεται του X αν και μόνο αν υpiάρχει διαφορίσvιμο διανυσvματικό
piεδίο ξ ∈ X (X) f -σvυσvχετισvμένο ως piρος το η: df ◦ ξ = η ◦ f .
Σχόλιο. Η αpiεικόνισvη f |f(X) είναι αμφιδιαφόρισvη εpiομένως ξ = f∗|f(X)(η|f(X)) μοναδικό με την piαραpiάνω
ιδιότητα. Προφανώς μόνο το η|f(X) εφάpiτεται του X.
Πόρισvμα 1.7.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (Y |B) και διαφορική υpiοpiολλαpiλότητα X ↪→f Y . Τότε





Ορισvμός 2.1.1 (ομάδα Lie). Μια ομάδα 〈G|〉 εφοδιασvμένη με διαφορική δομή τέτοια, ώσvτε
(♦♦ : G×G −→ G : x× y 7→ xy) ∈ C∞[G×G|G],
αpiοτελεί ομάδα Lie.
Θεώρημα 2.1.1. Οι piαρακάτω αpiεικονίσvεις είναι αυτομορφισvμοί:1
• ∀a ∈ G, (a♦ : G 7−→ G : x 7→ ax) ∈ Aut(G) ⊆ Diff(G) με (a♦)−1 = a−1♦ : G 7−→ G : x 7→ xa−1,
• ∀a ∈ G, (♦a : G 7−→ G : x 7→ xa) ∈ Aut(G) ⊆ Diff(G) με (♦a)−1 = ♦a−1 : G 7−→ G : x 7→ a−1x,
• (♦−1 : G 7−→ G : x 7→ x−1) ∈ Aut(G) ⊆ Diff(G) με (♦−1)−1 = ♦ : G 7−→ G : x 7→ x.
Πόρισvμα 2.1.1. Η αpiεικόνισvη a-σvυζυγίας ∀a ∈ G, είναι αυτομορφισvμός:
(a♦a−1 = a♦ ◦ ♦a−1 = ♦a−1 ◦ a♦ : G 7−→ G : x 7→ axa−1) ∈ Aut(G) ⊆ Diff(G)
με (a♦a−1)−1 = a−1♦a : G 7−→ G : x 7→ a−1xa.
Ορισvμός 2.1.2 (ομάδα Lie). Μια ομάδα 〈G|〉 εφοδιασvμένη με διαφορική δομή τέτοια, ώσvτε
(♦♦−1 : G×G −→ G) ∈ C∞[G×G|G],
αpiοτελεί ομάδα Lie.
Αpiόδειξη. Αpiοδεικνύουμε piως οι δύο ορισvμοί είναι ισvοδύναμοι.
2.1.1 =⇒ 2.1.2. ♦♦−1 = ♦♦ ◦ (♦× ♦−1) ∈ C∞[G×G|G].
2.1.2 =⇒ 2.1.1. ♦♦−1 ∈ C∞[G×G|G] =⇒ ♦−1 = ♦♦−1 ◦ (e× ♦) ∈ C∞[G|G] =⇒ ♦♦ = ♦♦−1 ◦ (♦× ♦−1) ∈
C∞[G×G|G].
quod erat demonstrandum.
Ορισvμός 2.1.3 (υpiοομάδα Lie). ΄Εσvτω ομάδα Lie G. Η υpiοομάδα H ≤ G είναι υpiοομάδα Lie της G αν και
μόνο αν H είναι ομάδα Lie με H ↪→ G.2
1PeriorÐzoume thn omda 〈hom(G|H)|◦〉 / 〈iso(G|H)|◦〉 twn omomorfisvm¸n (homomorphisms) / isvomorfisvm¸n (isomorphisms)
metaxÔ twn omdwn G kai H svtic diaforÐsveic/amfidiaforÐsveic C∞[G|H] metaxÔ twn omdwn Lie G kai H. Onomzoume to svÔnolo
autì Hom(G|H) ≤ hom(G|H) / Iso(G|H) ≤ iso(G|H).
2 'Otan den anagrfetai mia embptisvh f : H −→ G, tìte ennoeÐtai h tautotik  idG|H : H −→ G, dhlad  H ⊆ G, prgma to
opoÐo de svumbaÐnei genik svtic upopollaplìthtec.
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2.1.1 DiaforÐsvimec Drsveic.
Ορισvμός 2.1.1.1 (διαφορικο δυναμικό σύστημα). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα X και ομάδα Lie G.
• Καλούμε αρισvτερή διαφορική δράσvη της ομάδας Lie G σvτη διαφορική piολλαpiλότητα X τη διαφορίσvιμη
αpiεικόνισvη B : G×X −→ X : a× x 7→ ax τέτοια, ώσvτε ex = x και ∀a, b ∈ G, (ab)x = a(bx).
• Καλούμε δεξιά διαφορική δράσvη της ομάδας Lie G σvτη διαφορική piολλαpiλότηταX τη διαφορίσvιμη αpiεικόν-
ισvη C : X ×G −→ X : x× a 7→ xa τέτοια, ώσvτε xe = x και ∀a, b ∈ G, x(ab) = (xa)b.
Αν {a♦}a∈G ∨ {♦a}a∈G ' G ↪→ Diff(X) ⇐⇒ (a♦ ∨ ♦a = idX =⇒ a = e)3 η δράσvη καλείται αpiοτελεσvματική
(eﬀective action). ∀x ∈ X η υpiοομάδα G(x) := {a ∈ G|ax∨xa = x} ≤ G καλείται σvταθεροpiοιητής (stabiliser)
του G σvτο x. Αν ∀x ∈ X, G(x) = {e} τότε η δράσvη καλείται ελεύθερη (free action). Μια ελεύθερη δράσvη είναι
αpiοτελεσvματική. Αν ∀x, y ∈ X, ∃a ∈ G τέτοιο, ώσvτε ax ∨ xa = y, η δράσvη καλείται μεταβατική. Αν εpiιpiλέον
a μοναδικό τότε καλείται αpiλώς μεταβατική.
Το διατεταγμένο ζεύγος (X|G) καλείται γεωμετρία Klein.
Ορισvμός 2.1.1.2 (τροχιά σημείου). ΄Εσvτω γεωμετρία Klein (X|G) και x ∈ X.
• Καλούμε αρισvτερή τροχιά του x το σvύνολο Gx := ♦x(G) = {ax}a∈G. Εξ΄ ορισvμού, B |G×Gx είναι
μεταβατική. Αν B είναι αpiοτελεσvματική, τότε B |G×Gx είναι αpiλώς μεταβατική.
• Καλούμε δεξιά τροχιά του x το σvύνολο xG := x♦(G) = {xa}a∈G. Εξ΄ ορισvμού, C |xG×G είναι μεταβατική.
Αν C είναι αpiοτελεσvματική, τότε C |xG×G είναι αpiλώς μεταβατική.
Ισvχυρισvμός. Οι τροχιές σvυνισvτούν διαμέρισvη του σvυνόλου X.4






΄Εσvτω x, y, z ∈ X τέτοια, ώσvτε:
• z ∈ Gx ∩Gy 6= ∅. Τότε ∃a, b ∈ G τέτοια, ώσvτε
z = ax = by =⇒ (x = a−1by ∈ Gy =⇒ Gx ⊆ Gy) ∧ (y = b−1ax ∈ Gx =⇒ Gx ⊇ Gy) =⇒ Gx = Gy,
• z ∈ xG ∩ yG 6= ∅. Τότε ∃a, b ∈ G τέτοια, ώσvτε
z = xa = yb =⇒ (x = yba−1 ∈ yG =⇒ xG ⊆ yG) ∧ (y = xab−1 ∈ xG =⇒ xG ⊇ yG) =⇒ xG = yG,
αφού a−1b, ba−1, b−1a, ab−1 ∈ G.
Ορισvμός 2.1.1.0.3 (αναλλοίωτο διανυσματικό piεδίο). ΄Εσvτω γεωμετρία Klein (X|G). ΄Ενα διαφορίσvιμο
διανυσvματικό piεδίο ξ ∈ X (X) καλείται:
• αρισvτερά αναλλοίωτο αν και μόνο αν aB(ξ) := da♦ ◦ ξ ◦ a−1♦ = ξ, ∀a ∈ G. Ονομάζουμε το σvύνολο των
αρισvτερά αναλλοίωτων διαφορίσvιμων διανυσvματικών piεδίων XB(X) ≤ X (X).
• δεξιά αναλλοίωτο αν και μόνο αν aB(ξ) := d♦a ◦ ξ ◦♦a−1 = ξ, ∀a ∈ G. Ονομάζουμε το σvύνολο των δεξιά
αναλλοίωτων διαφορίσvιμων διανυσvματικών piεδίων XC(X) ≤ X (X).
Σχόλιο. Ειδικότερα για X ≡ G γράφουμε:
• LB(G) = XB(G). ∀ξ ∈ LB(G) και ∀x ∈ G, ξ = xB(ξ) ή ξ(x) = dx♦|eξ(e),
• LC(G) = XC(G). ∀ξ ∈ LC(G) και ∀x ∈ G, ξ = xC(ξ) ή ξ(x) = d♦x|eξ(e),
δηλαδή το ξ υpiολογίζεται σvε όλη την G μόνο αpiό την τιμή του σvτο e. Στα εpiόμενα θα piεριορισvτούμε σvε
αρισvτερές δράσvεις οpiότε και το σvύμβολο B θα piαραλείpiεται αpiό τους piαραpiάνω ορισvμούς.
3Ed¸ milme gia emfÔteusvh omdwn,  toi monomorfisvmì omdwn.
4upoôpoenìthta Aþ.1.2.2 sth selÐda 91
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2.2 ALGEBRES LIE
Θεώρημα 2.2.1 (αλγεβρα Lie). ΄Εσvτω ομάδα Lie G. Η αpiεικόνισvη
TeG 7−→ L(G) : υ 7→ ξυ : G −→ T (G) : x 7→ ξυ(x) := dx♦|e(υ = ξυ(e)) ∈ Tx♦(e)=xe=xG
είναι ισvομορφισvμός διανυσvματικών χώρων.
Αpiόδειξη. Η αpiεικόνισvη είναι αμφιμονοσvήμαντη:
• ∀u, v ∈ TeG με ξu = ξv, u = ξu(e) = ξv(e) = v,
• ∀ξ ∈ L(G), υ = ξ(e) ∈ TeG. ∀x ∈ G, ξ(x) = dx♦|e(ξ(e) = υ = ξυ(e)) = ξυ=ξ(e)(x).
Ισvχυρισvμός. ∀υ ∈ TeG, ξυ ∈ X (G).
Πράγματι ∀f ∈ C∞[G|R] και α ∈ Hom(R|G) με υ ≡ [e, α] ∈ TeG και ∀x ∈ X, ξυ(f)(x) := ξυ(x)(f) :=









(f ◦ x♦ ◦ α) ∈ C∞x [G|R]
Ισvχυρισvμός. ∀υ ∈ TeG, ξυ ∈ L(G).
Πράγματι ∀a, x ∈ G, (da♦ ◦ ξυ)(x) = da♦|x(ξυ(x) = dx♦|e(υ)) = (da♦|x ◦ dx♦|e = d(a♦ ◦ x♦)|e =
dax♦|e)(υ) = ξυ(ax = a♦(x)) = (ξυ ◦ a♦)(x).
Ισvχυρισvμός. Η αpiεικόνισvη είναι γραμμική.
Πράγματι ∀λ, µ ∈ R και ∀u, v ∈ TeG, ∀x ∈ G, ξλu+µv(x) = dx♦|e(λu + µv) = λdx♦|eu + µdx♦|ev =
λξu(x) + µξv(x) = (λξu + µξv)(x).
Σχόλιο. Με βάσvη το θεώρημα 2.2.1, ο εφαpiτόμενος χώρος σvτο ουδέτερο σvτοιχείο e ∈ G, TeG ταυτίζεται με
την άλγεβρα Lie L(G) θέτοντας ∀u, v ∈ TeG, [u|v] = [ξu|ξv](e).
Λήμμα 2.2.1. ΄Εσvτω ομάδα Lie G και α ολοκληρωτική καμpiύλη ενός αναλλοίωτου διανυσvματικού piεδίου
ξ ∈ L(G) με α(0) = e. Τότε domα = R.
Πόρισvμα 2.2.1. ΄Εσvτω ομάδα Lie G και α ολοκληρωτική καμpiύλη ενός αναλλοίωτου διανυσvματικού piεδίου
ξ ∈ L(G) με α(0) = x. Τότε domα = R.
Σχόλιο. Αpiό το λήμμα 2.2.1 σvτο piόρισvμα 2.2.1, xα = x♦ ◦ α −→ α.
Θεώρημα 2.2.2 (αλγεβρα Lie). ΄Εσvτω ομάδα Lie G. Η αpiεικόνισvη
h : L(G) 7−→ Hom(R|G) : ξ 7→ h(ξ) := α : R −→ Re ≤ G : 0 7→ α(0) := e
είναι αμφιμονοσvήμαντη.
Σχόλιο. Αpiό τα piαραpiάνω, TeG ' L(G) ' Hom(R|G) με
TeG 3 υ = ξ(e) = dα
dt
(0) 7−→ ξ : x 7→ ξ(x) = dαx
dt
(0) 7−→ αx : dαx
dt
= ξ ◦ αx
δηλαδή, ξ ∈ K(G).5
5pedÐa Killing, κ : L(G) 7−→ K(G) : ξ 7→ κ(ξ) : G −→ T (G) := κ(ξ)(x) := (d♦x ◦ ξ ◦ ♦x−1)(x)
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2.2.1 Suzug c (adjoint) parsvtasvh omdoc Lie.
Ορισvμός 2.2.1.1 (συζυγής (adjoint) αpiεικόνιση). ΄Εσvτω ομάδα Lie G και ∀x ∈ G, η αpiεικόνισvη6
(x♦x−1 = x♦ ◦ ♦x−1 = ♦x−1 ◦ x♦ : G 7−→ G : a 7→ xax−1) ∈ Aut(G).
Τότε ορίζεται η σvυζυγής piαράσvτασvη της G,
adj : G −→ aut(TeG) : x 7→ adj(x) := dx♦x−1|e : TeG 7−→ TeG.
Ισvχυρισvμός. Ο piεριορισvμός της σvυζυγούς αpiεικόνισvης της x♦x−1 σvτο L(G) ≤ X (G) δίνει
(x♦x−1)∗ : L(G) −→ X (G) : ξ 7→ dx♦x−1 ◦ ξ ◦ x−1♦x ∈ L(G).
Πράγματι ∀x ∈ G, dx♦x−1 ◦ ξ ◦x−1♦x ∈ L(G) αφού ∀y ∈ G, dy♦ ◦ (d♦x ◦ ξ ◦♦x−1) ◦ y−1♦ = d(y♦ ◦♦x) ◦
ξ ◦ (y♦ ◦ ♦x)−1 = d(♦x ◦ y♦) ◦ ξ ◦ (♦x ◦ y♦)−1 = d♦x ◦ (dy♦ ◦ ξ ◦ y−1♦) ◦ ♦x−1 = d♦x ◦ ξ ◦ ♦x−1 σvυνεpiώς
dx♦x−1 ◦ ξ ◦x−1♦x = d(♦x−1 ◦x♦)◦ ξ ◦ (♦x−1 ◦x♦)−1 = d♦x−1 ◦ (dx♦◦ ξ ◦x−1♦)◦♦x = d♦x−1 ◦ ξ ◦♦x = ξ.
Ορίζοντας την αντίσvτροφη αpiεικόνισvη του θεωρήματος 2.2.1, ` : L(G) 7−→ TeG : ξ 7→ `(ξ) := ξ(e):
`
L(G) −→ TeG
(x♦x−1)∗ ↓ ↓ adj(x) := dx♦x−1|e
L(G) −→ TeG
`
Ισvχυρισvμός. ∀x ∈ G, ` ◦ (x♦x−1)∗ = dx♦x−1|e ◦ `.
Πράγματι ∀ξ ∈ L(G), `◦(x♦x−1)∗(ξ) = `(dx♦x−1(ξ(x−1♦x))) = dx♦x−1(ξ(x−1♦x(e) = x−1ex = x−1x =
e) ∈ TeG) = dx♦x−1|eξ(x−1♦x(e)).
Λήμμα 2.2.1.1. ∀f ∈ Hom(G|H) και ∀x ∈ G, adj(f(x)) ◦ df |e = df |e ◦ adj(x).
Αpiόδειξη. df |e ◦ (adj(x) = dx♦x−1|e) = d(f ◦ x♦x−1 =: f♦f−1(x) ◦ f)|e = (df♦f−1|f(e)=e(x) = adj(f(x))) ◦
df |e.
2.2.2 Efaptìmenh dèsvmh omdoc Lie.
Λήμμα 2.2.2.1. ΄Εσvτω ομάδα Lie G. ∀(ξi)dimGi=1 ⊂ L(G) με (ξi(e))dimGi=1 ⊂ BeG, (ξi(G))dimGi=1 ∈ C∞[G|B(G)].
Θεώρημα 2.2.2.1. ΄Εσvτω ομάδα Lie G. Τότε
(T (G) 7−→ G× RdimG : z 7→ (x|(zi)dimGi=1 )) ∈ Aut(G).
Ορισvμός 2.2.2.1. Μια διαφορική piολλαpiλότητα X είναι piαραλληλοpiοιήσvιμη ή η εφαpiτόμενη της δέσvμη
T (X) είναι τετριμμένη αν και μόνο αν T (X) = X × RdimX . Αpiό θεώρημα 2.2.2.1, κάθε ομάδα Lie είναι
piαραλληλοpiοιήσvιμη piολλαpiλότητα.
2.3 EKJETIKH APEIKONISH
Ορισvμός 2.3.1 (εκθετική αpiεικόνιση). ΄Εσvτω ομάδα Lie G. Καλείται εκθετική η αpiεικόνισvη
exp : TeG −→ G : υ 7→ exp υ := α(1),
όpiου α ∈ Hom(R|G) ολοκληρωτική καμpiύλη του αναλλοίωτου διανυσvματικού piεδίου7
(ξ : G −→ T (G) : x 7→ ξ(x) := dx♦|e(υ = ξ(e)) ∈ Tx♦(e)=xe=xG) ∈ L(G).
Λήμμα 2.3.1. ΄Εσvτω ομάδα Lie G και υ ∈ TeG. ∀t ∈ R, exp tυ = α(t).
Σχόλιο. Με βάσvη τον ορισvμό 2.3.1 και το λήμμα 2.3.1 έχουμε ∀t, s ∈ R, exp(t + s)υ = exp tυ exp sυ. Ειδικά
exp 0 = e και (exp υ)−1 = exp(−υ).
Θεώρημα 2.3.1. ΄Εσvτω ομάδα Lie G. ∀t, s ∈ R και ∀u, v ∈ TeG, exp tu exp sv = exp(tu+ sv) αν και μόνο
αν [u, v] = 0.
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Ορισvμός 3.1.1 (γραμμική συνοχή). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Καλείται γραμμική σvυνοχή μια
αpiεικόνισvη ∇ : X (X)×X (X) −→ X (X) τέτοια, ώσvτε:
• ∀ξ, η, ζ ∈ X (X):
∇(ξ + η|ζ) = ∇(ξ|ζ) +∇(η|ζ)
∇(ξ|η + ζ) = ∇(ξ|η) +∇(ξ|ζ)
• ∀ξ, η,∈ X (X) και f ∈ C∞[X|R]:
∇(fξ|η) = f∇(ξ|η)
∇(ξ|fη) = f∇(ξ|η) + ξ(f)η
Σχόλιο. Η σvυνοχή είναι διγραμμική αpiεικόνισvη αφού ξ(λ) = 0, ∀λ ∈ R, δηλαδή ∇(λξ|η) = ∇(ξ|λη) = λ∇(ξ|η).
∀ξ ∈ X (X), (∇ξ : X (X) −→ X (X) : η 7→ ∇ξη := ∇(ξ|η)) ∈ End(X (X)), με X (X) ως piραγματικό διανυσv-
ματικό χώρο, όχι C∞[U |R]-piρότυpiο ή ακόμα και άλγεβρα Lie.
Ορισvμός 3.1.2 (σύμβολα Christoﬀel). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και ∂ ≡ (∂k)dimXk=1 το βασvικό
piεδίο του τοpiικού χάρτη (U |φ ≡ (xk)dimXk=1 ) ∈ A. Καλούμε σvύμβολα Christoﬀel μια σvυνοχής του X, τις
αpiεικονίσvεις Γ kij := ∇(∂i |∂j )(xk) ∈ C∞[U |R], ∀i, j, k ∈ NdimX . Τότε ∀i, j ∈ NdimX ,
∇(∂i |∂j ) =
dimX∑
k=1
Γ kij ∂k .
Ισvχυρισvμός. Μια γραμμική σvυνοχή είναι τοpiικά μονοσvήμαντα ορισvμένη αpiό τα σvύμβολα Christoﬀel της.
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Ορισvμός 3.1.3 (κατά σημείο συνοχή). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Καλείται σvυνοχή σvτο σvημείο
x ∈ X μια αpiεικόνισvη ∇x : TxX ×X (X) −→ TxX τέτοια ώσvτε:
• ∀ζ ∈ X (X), ∀u, v ∈ TxX:
∇(u+ v|ζ) = ∇(u|ζ) +∇(v|ζ)
• ∀η, ζ ∈ X (X), ∀u ∈ TxX:
∇(u|η + ζ) = ∇(u|η) +∇(u|ζ)
• ∀ξ ∈ X (X), ∀u ∈ TxX και λ ∈ R:
∇(λυ|ξ) = λ∇(υ|ξ)
• ∀ξ ∈ X (X), ∀u ∈ TxX και f ∈ C∞[X|R]:
∇(υ|fξ) = f(x)∇(υ|ξ) + υ(f)ξ(x)
Λήμμα 3.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A), x ∈ X και U ∈ A. ∀υ ∈ TxX, ∃ξ ∈ X (X) τέτοιο,
ώσvτε ξ(x) = υ. Γενικότερα ∀ξU ∈ X (U), ∃ξ ∈ X (X) τέτοιο, ώσvτε ξ|U = ξU .
Λήμμα 3.1.2. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A), x ∈ X και U ∈ A. ∀ξ, ζ ∈ X (X) τέτοια, ώσvτε
ξ(x) = ζ(x), ∇ξη = ∇ζη και ∇ηξ = ∇ηζ, ∀η ∈ X (X). Γενικότερα ∀ξ, ζ ∈ X (X) τέτοια, ώσvτε ξ|U = ζ|U ,
∇ξη = ∇ζη και ∇ηξ = ∇ηζ, ∀η ∈ X (X).
Σχόλιο. Η αpiεικόνισvη
∇x : TxX ×X (X) −→ TxX : υ × ξ 7→ ∇x(υ|ξ) := ∇(ζ|ξ)(x) ∈ TxX
είναι καλά ορισvμένη σvυνοχή σvτο σvημείο x.1
Ορισvμός 3.1.4 (διαφορίσιμη οικογένεια κατά σημείο συνοχών). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A). Μια
οικογένεια κατά σvημείο σvυνοχών {∇x}x∈X είναι διαφορίσvιμη αν και μόνο αν ∀ζ, ξ ∈ X (X),
(∇(ζ|ξ) : X −→ T (X) : x 7→ ∇(ζ|ξ)(x) := ∇x(ζ(x)|ξ)) ∈ X (X).
Τότε, η αpiεικόνισvη ∇ : X (X) × X (X) −→ X (X) piου ορίζεται αpiό την διαφορίσvιμη οικογένεια κατά σvημείο
σvυνοχών {∇x}x∈X είναι σvυνοχή σvτο X.
Σχόλιο. Η αντισvτοιχία ∇ ←→ {∇x}x∈X είναι αμφιμονοσvήμαντη.
3.1.1 Kampulìthta
Ορισvμός 3.1.1.1 (καμpiυλότητα). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα X εφοδιασvμένη με μια γραμμική σvυνοχή
∇. Καλείται καμpiυλότητα της σvυνοχής ∇ η αpiεικόνισvη
R∇ : X (X)×X (X)×X (X) −→ X (X) : ξ × η × ζ 7→ R∇(ξ|η)ζ := ∇(ξ|∇(η|ζ))−∇(η|∇(ξ|ζ))−∇([ξ|η]|ζ),
ή ισvοδύναμα
R∇ : X (X)×X (X) −→ end(X (X)) : ξ × η 7→
R∇(ξ|η) := [∇ξ|∇η]−∇[ξ|η] = ∇ξ ◦ ∇η −∇η ◦ ∇ξ −∇ξ◦η−η◦ξ.
Σχόλιο. Η καμpiυλότητα εκφράζει την αpiόκλισvη αpiό το να είναι ο ομομορφισvμός C∞[X|R]-piροτύpiων,
∇ : X (X) −→ end(X (X)) : ξ 7→ ∇ξ
ομομορφισvμός αλγεβρών Lie. Η ∇ξ ∈ end(X (X)) καλείται σvυναλλοίωτη ως piρος ξ ∈ X (X) piαράγωγος.
Πρότασvη 3.1.1.1 (τανυστής Riemann). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα X εφοδιασvμένη με μια γραμμική
σvυνοχή ∇. Η καμpiυλότητα είναι σvημειακά τριγραμμική αpiεικόνισvη.
1∀ζ ∈ X (X) me ζ(x) = υ, l mma 3.1.1 kai 3.1.2.
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Αpiόδειξη. Η καμpiυλότητα είναι τριpiροσvθετική εξ΄ ορισvμού. ∀ξ, η, ζ ∈ X (X) και ∀f ∈ C∞[X|R],
R∇(fξ|η)ζ := (∇(fξ|∇(η|ζ)) = f∇(ξ|∇(η|ζ)))− (∇(η|∇(fξ|ζ) = f∇(ξ|ζ)) = f∇(η|∇(ξ|ζ)) + η(f)∇(ξ|ζ))
− (∇([fξ|η] = f [ξ|η]− η(f)ξ|ζ) = (∇(f [ξ|η]|ζ) = f∇([ξ|η]|ζ))− (∇(η(f)ξ|ζ) = η(f)∇(ξ|ζ))) =: fR∇(ξ|η)ζ,
R∇(ξ|fη)ζ := (∇(ξ|∇(fη|ζ) = f∇(η|ζ)) = f∇(ξ|∇(η|ζ)) + ξ(f)∇(η|ζ))− (∇(fη|∇(ξ|ζ)) = f∇(η|∇(ξ|ζ)))
− (∇([ξ|fη] = f [ξ|η] + ξ(f)η|ζ) = (∇(f [ξ|η]|ζ) = f∇([ξ|η]|ζ)) + (∇(ξ(f)η|ζ) = ξ(f)∇(η|ζ))) =: fR∇(ξ|η)ζ
και
R∇(ξ|η)fζ :
= (∇(ξ|∇(η|fζ) = f∇(η|ζ) + η(f)ζ)
= (∇(ξ|f∇(η|ζ)) = f∇(ξ|∇(η|ζ)) + ξ(f)∇(η|ζ)) + (∇(ξ|η(f)ζ) = η(f)∇(ξ|ζ) + ξ(η(f))ζ))
− (∇(η|∇(ξ|fζ) = f∇(ξ|ζ) + ξ(f)ζ)
= (∇(η|f∇(ξ|ζ)) = f∇(η|∇(ξ|ζ)) + η(f)∇(ξ|ζ)) + (∇(η|ξ(f)ζ) = ξ(f)∇(η|ζ) + η(ξ(f))ζ))
− (∇([ξ||η]|fζ) = f∇([ξ|η]|ζ) + (([ξ|η] = ξ ◦ η − η ◦ ξ)(f)ζ) = ξ(η(f))ζ − η(ξ(f))ζ).
Συνεpiώς R∇(fξ|η)ζ = R∇(ξ|fη)ζ = R∇(ξ|η)fζ = fR∇(ξ|η)ζ.
Σχόλιο. Ορίζουμε ∀(U |φ ≡ (xl)dimXl=1 ) ∈ A,
R lijk = R∇(∂i |∂j )∂k (xl),
σvυνεpiώς
R∇(∂i |∂j )∂k =
dimX∑
l=1











ξiηjζkR lijk ∂l .
Εξ΄ ορισvμού,
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im − Γ mik Γ ljm ).
Σχόλιο. Ισvχύει ∀ξ, η ∈ X (X), R∇(ξ|η) = −R∇(ξ|η), ∀f ∈ C∞[X|R], R∇(fξ|η) = R∇(ξ|fη) = fR∇(ξ|η), και
∀ζ ∈ X (X), R∇(ξ|η)fζ = fR∇(ξ|η)ζ, δηλαδή R∇(ξ|η) ∈ End(X (X)).2 ∀ξ, η, ζ ∈ X (X),
R∇(ξ|η) +R∇(η|ξ) = 0⇐⇒ R lijk +R ljik = R l[ij]k = 0.
1st Bianchi identity:
R∇(ξ|η)ζ +R∇(η|ζ)ξ +R∇(ζ|ξ)η = ∇(ξ|∇(η|ζ))−∇(η|∇(ξ|ζ))−∇([ξ|η]|ζ)
+ ∇(η|∇(ζ|ξ))−∇(ζ|∇(η|ξ))−∇([η|ζ]|ξ)
+ ∇(ζ|∇(ξ|η))−∇(ξ|∇(ζ|η))−∇([ζ|ξ]|η) = 0
⇐⇒ R lijk +R ljki +R lkij = R l[ijk] = 0
2nd Bianchi identity:
∇ζR∇(ξ|η) +∇ξR∇(η|ζ) +∇ηR∇(ζ|ξ) = ∇ζ ◦ ∇ξ ◦ ∇η −∇ζ ◦ ∇η ◦ ∇ξ −∇ζ ◦ ∇ξ◦η−η◦ξ
+ ∇ξ ◦ ∇η ◦ ∇ζ −∇ξ ◦ ∇ζ ◦ ∇η −∇ξ ◦ ∇η◦ζ−ζ◦η
+ ∇η ◦ ∇ζ ◦ ∇ξ −∇η ◦ ∇ξ ◦ ∇ζ −∇η ◦ ∇ζ◦ξ−ξ◦ζ = 0
⇐⇒ R lijk |m +R mijl |k +R kijm |l = R lij[k |m] = 0
2QwrÐc to ginìmeno Lie• endomorfisvmìc C∞[X|R]-protÔpou.
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3.2 SUNALLOIWTH PARAGWGISH
3.2.1 Sunoqèc kat m koc apeikonÐsvewn.
Ορισvμός 3.2.1.1 (συνοχή κατά μήκος αpiεικόνισης). ΄Εσvτω διαφορίσvιμη αpiεικόνισvη f ∈ C∞[X|Y ] μεταξύ
διαφορικών piολλαpiλοτήτων (X|A) και (Y |B), και σvυνοχή ∇ του Y . Καλείται σvυνοχή κατά μήκους της f η
αpiεικόνισvη
∇f : X (f)×X (Y ) −→ X (f) : ξ × η 7→ ∇f (ξ|η) : X −→ T (Y ) : x 7→ ∇f (ξ|η)(x) := ∇f(x)(ξ(x)|η) ∈ Tf(x)Y,
όpiου ∇f(x) σvημειακή σvυνοχή του Y σvτο f(x) ∈ Y .
Σχόλιο. Ο ορισvμός είναι καλός αφού ∀x ∈ X και ∀h ∈ C∞f(x)[Y |R], ∇f (ξ|η)(h)(x) := ∇f (ξ|η)(x)(h) :=
∇f(x)(ξ(x)|η)(h) = ∇(ζ|η)(f(x))(h) =: ∇(ζ|η)(h)(f(x)) = (∇(ζ|η)(h) ◦ f)(x), όpiου ζ ◦ f = ξ, δηλαδή
∇f (ξ|η)(h) ∈ C∞[X|R] και άρα ∇f (ξ|η) ∈ X (f). Ισvχύουν piαρόμοιες ιδιότητες με τη σvυνοχή:
• ∀ξ, η ∈ X (f), ∀ζ ∈ X (Y ):
∇f (ξ + η|ζ) = ∇f (ξ|ζ) +∇f (η|ζ)
• ∀ξ ∈ X (f), ∀η, ζ ∈ X (Y ):
∇f (ξ|η + ζ) = ∇f (ξ|η) +∇f (ξ|ζ)
• ∀ξ ∈ X (f), ∀η ∈ X (Y ) και h ∈ C∞[X|R]:
∇f (hξ|η) = h∇f (ξ|η)
• ∀ξ ∈ X (f), ∀η ∈ X (Y ) και g ∈ C∞[Y |R]:
∇f (ξ|gη) = (g ◦ f)∇f (ξ|η) + ξ(g)(η ◦ f)
Φυσvικά η ∇f είναι διγραμμική αφού ∀λ ∈ R, λ ◦ f = λ και ξ(λ) = 0. Η τοpiική piαράσvτασvη της ∇f :















((ζiηjΓ kij ∂k ) ◦ f = (ζi ◦ f = ξi)(ηj ◦ f)(Γ kij ◦ f)(∂k ◦ f))
3.2.1.1 Συνοχές κατά μήκος καμpiυλών.
Ορισvμός 3.2.1.1.1 (συνοχή κατά μήκος καμpiύλης). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A), ολοκληρωτική
καμpiύλη α ∈ C∞[R|X] διαφορίσvιμου διανυσvματικού piεδίου ζ ∈ X (X) και σvυνοχή ∇ του Χ. Καλείται σvυνοχή
κατά μήκους της α η αpiεικόνισvη
∇α : X (α)×X (X) −→ X (α) : dα
dt
× ξ 7→ dξ
dt




:= ∇ζ◦α : X (X) −→ X (α) : ξ 7→ dξ
dt
:= ∇ζ◦αξ.
Σχόλιο. Ισvχύει για την σvυναλλοίωτη piαράγωγο κατά μήκος καμpiύλης:
• ∀ξ, η ∈ X (Y ):
d
dt
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• ∀ξ ∈ X (X) και f ∈ C∞[X|R]:
d
dt
















Η τοpiική piαράσvτασvη της σvυναλλοίωτης piαραγώγου κατά μήκος καμpiύλης:
dξ
dt





























ξj(Γ kij ◦ α)(∂k ◦ α)
Η αντισvτοιχία ολοκληρωτικής καμpiύλης και σvυναλλοίωτης piαραγώγισvης είναι αμφιμονοσvήμαντη.
Ορισvμός 3.2.1.1.2 (piαράλληλο διανυσματικό piεδίο). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) εφοδιασvμένη με
σvυνοχή∇. ΄Ενα διαφορίσvιμο διανυσvματικό piεδίο ξ ∈ X (α) κατά μήκος μιας διαφορίσvιμης καμpiύλης α ∈ C∞[I|X]




Λήμμα 3.2.1.1.1. ∀υ ∈ Tα(0)X, ∃ξ ∈ X (α) μοναδικό με domξ ⊆ domα ανοικτό υpiοδιάσvτημα τέτοιο, ώσvτε
dξ
dt
= 0 και ξ(0) = υ.










ξj(Γ kij ◦ α) = 0 και ξk(0) = υk,
∀k ∈ NdimX , το οpiοίο είναι piρόβλημα Cauchy.
Γεωδαισvιακή καμpiύλη. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) εφοδιασvμένη με σvυνοχή ∇. Μια δι-






Ομοίως, ∀υ ∈ Tα(0)X, μοναδική γεωδαισvιακή καμpiύλη α ∈ C∞[I|X] με





















∀k ∈ NdimX , το οpiοίο είναι piρόβλημα Cauchy.
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Ορισvμός 3.2.1.1.3 (piαράλληλη μετατόpiιση). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) εφοδιασvμένη με σvυνοχή
∇. Καλείται piαράλληλη μετατόpiισvη κατά μήκος διαφορίσvιμης καμpiύλης α ∈ C∞[I|X] η αpiεικόνισvη ∀t ∈ I,
τt : Tα(0)X 7−→ Tα(t)X : ξ(0) = υ 7→ τt(υ) := ξυ(t),
όpiου ξυ ∈ X (α) το piαράλληλο ως piρος υ ∈ Tα(0)X κατά μήκος της α ∈ C∞[I|X] διανυσvματικό piεδίο.
Θεώρημα 3.2.1.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) εφοδιασvμένη με σvυνοχή ∇ και διαφορίσvιμη
καμpiύλη α ∈ C∞[I|X]. ∀t ∈ I, τt ∈ iso(Tα(0)X|Tα(t)X) είναι ισvομορφισvμός διανυσvματικών χώρων.
Αpiόδειξη. ∀u, v ∈ Tα(0)X και ∀λ, µ ∈ R, ∃ξλu+µv ∈ X (α) μοναδικό τέτοιο, ώσvτε
dξλu+µv
dt










= 0 και (λξu + µξv)(0) = λξu(0) + µξv(0) = λu+ µv,
οpiότε ξλu+µv = λξu + µξv και σvυνεpiώς τt(λu + µv) = λτt(u) + µτt(v), ∀t ∈ I. Η τt είναι αμφιμονοσvήμαντη
λόγω μοναδικότητας λύσvης piαράλληλου piεδίου και dimTα(0)X = dimTα(t)X = dimX, ∀t ∈ I.
Θεώρημα 3.2.1.1.2. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) εφοδιασvμένη με σvυνοχή ∇ και ολοκληρωτική
καμpiύλη α ∈ C∞[I|X] διαφορίσvιμου διανυσvματικού piεδίου ∀ξ ∈ X (X) με α(0) = x και piαράλληλη μεταφορά






3.3 DIAFORIKES POLLAPLOTHTES RIEMANN
Ορισvμός 3.3.1 (duality bracket). ΄Εσvτω E piραγματικός διανυσvματικός χώρος και E∗ ο δυϊκός του3. Καλείται
piραγματικό εσvωτερικό γινόμενο σvτον E μια αpiεικόνισvη
I(E) 3 〈 | 〉 : E × E −→ R : x× z 7→ 〈x|z〉
τέτοια, ώσvτε
• ∀(xi)i∈I ∈ Πi∈IE, ∀(zj)j∈I ∈ Πj∈IE και ∀(λi)i∈I , (µj)j∈I ∈ RI ,
〈Σi∈Iλixi|Σj∈Iµjzj〉 = Σi∈IΣj∈Iλiµj〈xi|zj〉,
• ∀x ∈ E και ∀z ∈ E, 〈x|z〉 = 〈z|x〉 και
◦ 〈x|x〉 ≥ 0 με 〈x|x〉 = 0⇐⇒ x = 0,
◦ 〈z|z〉 ≥ 0 με 〈z|z〉 = 0⇐⇒ z = 0.
Ορισvμός 3.3.2 (διαδορική piολλαpiλότητα Riemann). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (X|A) και ∀x ∈ X το
εσvωτερικό γινόμενο IxX 3 〈 | 〉x : TxX × TxX −→ R. Ορίζεται C∞[X|R]-εσvωτερικό γινόμενο σvτο X:∏
x∈X
IxX 3 〈 | 〉 : X (X)×X (X) −→ C∞[X|R] : ξ × η 7→ 〈ξ|η〉 : X −→ R : x 7→ 〈ξ(x)|η(x)〉x
Διαφορική piολλαpiλότητα Riemann είναι μια piολλαpiλότητα X εφοδιασvμένη με το piαραpiάνω εσvωτερικό γινόμενο
το οpiοίο καλείται και μετρική Riemann.
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3.3.1 Sunoq  Riemann.
Τοpiική piαράσvτασvη μετρικής Riemann. ΄Εσvτω (U |φ = (xi)dimXi=1 ) ∈ A και ∀i, j ∈ NdimX , gij :=








Εξ΄ ορισvμού της μετρικής, ∀(U |φ = (xi)dimXi=1 ) ∈ A και ∀x ∈ X, [gij |x]dimXi,j=1 ∈ GLdimX [R] σvυνεpiώς [gij ]dimXi,j=1 ∈
GLdimX [C∞[U |R]]. Εpiιpiλέον, [gij ]dimXi,j=1 = [gji ]dimXi,j=1 . Γράφουμε ([gij ]dimXi,j=1 )−1 = [gij ]dimXi,j=1 .
Ορισvμός 3.3.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα Riemann X εφοδιασvμένη με σvυνοχή ∇. Η σvυνοχή είναι
σvυμβιβασvτή με τη δομή Riemann 〈 | 〉 αν και μόνο αν:
• είναι σvυμμετρική: ∀ξ, η ∈ X (X), ∇(ξ|η)−∇(η|ξ) = [ξ|η],
• ∀ξ, η, ζ ∈ X (X), ζ(〈ξ|η〉) = 〈∇(ζ|ξ)|η〉+ 〈ξ|∇(ζ|η)〉(ταυτότητα του Ricci).
Μια τέτοια σvυνοχή καλείται και σvυνοχή Levi-Civita ή σvυνοχή Riemann.
Σχόλιο. Αpiό piρώτη ιδιότητα piροκύpiτει αpiευθείας ότι ∀i, j, k ∈ NdimX , Γ kij = Γ kji , δηλαδή όλη η piληροφορία









































































































Προσvθέτοντας τις δύο τελευταίες και αφαιρώντας την piρώτη σvχέσvη, δεδομένου ότι ∀i, j, k ∈ NdimX , gij = gji








gkl(∂igjk + ∂j gki − ∂kgij )
Αpiό ισvχυρισvμό ορισvμού 3.1.1 και τη piαραpiάνω σvχέσvη, η σvυνοχή Levi-Civita ορίζεται μονοσvήμαντα σvτο U ⊆ X.
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3.3.2 Parllhlh metatìpisvh.
Ορισvμός 3.3.2.1 (μετρική κατά μήκος αpiεικόνισης). Η μετρική Riemann κατά μήκος μια διαφορίσvιμης
αpiεικόνισvης f ∈ C[X|Y ] μεταξύ διαφορικών piολλαpiλοτήτων (X|A) και (Y |B) ορίζεται:4∏
x∈X
IxX 3 〈 | 〉 : X (f)×X (f) −→ C∞[X|R] : ξ × η 7→ 〈ξ|η〉f : X −→ R : x 7→ 〈ξ(x)|η(x)〉f(x)
Ειδικότερα, ορίζεται η μετρική κατά μήκος καμpiύλης για f ≡ α ∈ C∞[R|X] με 〈ξ|η〉α ∈ C∞[R|R].
Σχόλιο. Αpiό δεύτερη σvυνθήκη σvυνοχής Riemann ∀ξ, η, ζ ∈ X (X) και ∀α ∈ C∞[R|X] ολοκληρωτική καμpiύλη

















Η piαράλληλη μετατόpiισvη κατά σvυνοχή Levi-Civita διατηρεί το εσvωτερικό γινόμενο,
d
dt
〈ξ|η〉α = 0 =⇒ ∃ε > 0 τέτοιο, ώσvτε ∀t ∈ (−ε|ε) ⊆ R, 〈ξ(t)|η(t)〉α(t) = 〈u|v〉x,
ισvοδύναμα η piαράλληλη μετατόpiισvη είναι κάτι piαραpiάνω αpiό ισvομορφισvμό, είναι ισvομετρία μεταξύ εφαpiτόμενων
χώρων. ∀x ∈ X και ∀υ ∈ TxX,
‖τt(υ)‖α(t) = ‖υ‖x.
Το piαραpiάνω αpiοτέλεσvμα είναι άμεσvα σvυνυφασvμένο με τη ταυτότητα του Ricci της σvυνοχής Levi-Civita5 όpiως
φαίνεται και αpiό τη σvχηματική εξαγωγή του. Ως εκ τούτου κανείς χρησvιμοpiοιεί αυτό σvαν ισvοδύναμος ορισvμός
τη σvυνοχής Levi-Civita.










΄Εσvτω διανυσvματικός χώρος V με δυϊκό V ∗ (σvυνδιανυσvματικός χώρος). Ο V εφοδιασvμένος με το εσvωτερικό
γινόμενο του ορισvμού 3.3.1 είναι ένας ευκλείδειος χώρος. Μια μετρική 〈 | 〉 : V × V −→ R καλείται μη-
εκφυλισvμένη αν και μόνο αν ∀u ∈ V : 〈u|v〉 = 0, ∀v ∈ V αν και μόνο αν v = 0. Αν αντικατασvταθεί η θετικά
ορισvμένη μετρική με μία μη-εκφυλισvμένη, τότε ο V ονομάζεται ψευδοευκλείδειος χώρος. Σε άλγεβρα piινάκων





Εpiιpiλέον το ίχνος της μετρικής είναι αναλλοίωτο βάσvης και η κατασvκευή ορθοκανονικής βάσvης είναι δυνατή και
σvτους ψευδοευκλείδειους χώρους. Παρατηρούμε ότι ∀υ ∈ V , V ∗ 3 〈 |υ〉 : V −→ R και V ∗ 3 〈υ| 〉 : V −→ R.
΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (M |A) και (O|ψ ≡ (xµ)dimMµ=1 ) ∈ A με p ∈ O. VpM ≡ V (1|0)p M είναι ο
εφαpiτόμενος χώρος σvτο σvημείο p και V ∗pM ≡ V (0|1)p M ο σvυνεφαpiτόμενος χώρος με βάσvη {∂µ ≡ dxµ}dimMµ=1
δυϊκή της {∂ν}dimMν=1 του VpM . Συμβολίζουμε με V (k|l)p M τον εφαpiτόμενο χώρο τανυσvτών τύpiου (k|l) σvτο
p. Με τον ίδιο τρόpiο piου εpiεκτείνονται τα εφαpiτόμενα διανύσvματα σvε διαφορίσvιμα διανυσvματικά piεδία, το ίδιο
γίνεται σvυνεpiώς και με τα σvυνδιανύσvματα και τους τανυσvτές piεpiερασvμένης τύpiου γενικότερα. Συμβολίζουμε
με V (k|l)M την τανυσvτική δέσvμη τύpiου (k|l) της piολλαpiλότητας M και V(k|l)M το σvύνολο των διαφορίσvιμων
τανυσvτικών piεδίων σvτη piολλαpiλότητα M .
Ισvχυρισvμός. Τα σvυνδιανύσvματα της δυϊκής μια βάσvης σvυντεταγμένων1 {∂µ}dimMµ=1 είναι ∀µ ∈ NdimM , ∂µ := dxµ.
Πράγματι ∀ν ∈ NdimM , ∂µ∂ν = dxµ(∂ν ) = ∂νxµ = δµν .

















Σχόλιο. dimV (M) = dimV ∗M = dimV ∗∗M = dimM <∞.2 Ειδικότερα V ∗∗M = V (M) αφού ∀υ ∈ V (M),
V ∗∗M 3 υ : V ∗M −→ C∞[M |R] : ω 7→ υ(ω) := ω(υ),
Με γνώμονα τον αρχικό ορισvμό των εφαpiτόμενων διανυσvμάτων να σvτηρίζει το οικοδόμημα μpiορούμε piια να
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4.1.1 Tanusvtèc.
Με γνώμονα το τελευταίο σvχόλιο έχουμε τον εξής ορισvμό:
Ορισvμός 4.1.1.1 (τανυστης). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (M |A) και p ∈M . Καλείται τανυσvτής τύpiου
(k|l) μια piολυγραμμική μορφή:
T : Πki=1V
∗
pM ×Πlj=1VpM −→ R : (bi)ki=1 × (aj)lj=1 7→ T (b1, . . . , bk; a1, . . . , al)
Ονομάζουμε V (k|l)p M το σvύνολο όλων των τανυσvτών τύpiου (k|l) σvτο p. ∀I ⊆ Nk και ∀J ⊆ Nl ορίζεται η
piολυγραμμική αpiεικόνισvη, σvυμpiληρώνοντας μόνο μερικά αpiό τα ορίσvματα:
T : V (#J|#I)p M ⊇ Πi∈IV ∗pM ×Πj∈JVpM −→ V (k−#I|l−#J)p M : (bi)i∈I × (aj)j∈J 7→
7→ T (( i|( i ← bi)i∈I)ki=1; ( j |( j = aj)j∈J)lj=1)
4.1.1.1 Πράξεις τανυσvτών.
Ορισvμός 4.1.1.1.1 (διμελής - τανυστικό γινόμενο). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (M |A) με {υσ}dimMσ=1
βάσvη του VpM και {ωσ}dimMσ=1 η δυϊκή της του V ∗pM . Το τανυσvτικό γινόμενο αpiεικονίζει τανυσvτές τύpiου (k|l)
και (n|m) αντίσvτοιχα σvε (k + n|l +m):
⊗ : V (k|l)p M × V (n|m)p M 7−→ V (k+n|l+m)p M : T × S 7→
7→ T ⊗ S : Πk+ni=1 V ∗pM ×Πl+mj=1 VpM −→ R : (ωi)k+ni=1 × (υj)l+mj=1 7→
7→ (T ⊗ S)(ω1, . . . , ωk+n; υ1, . . . , υl+m) := T (ω1, . . . , ωk; υ1, . . . , υl)S(ωk+1, . . . , ωk+n; υl+1, . . . , υl+m)
Σχόλιο. Κάθε τανυσvτής τύpiου (k|l) της μορφής ⊗ki=1ai ⊗ ⊗lj=1bj , ∀{ai}ki=1 ⊂ VpM και ∀{bj}lj=1 ⊂ V ∗pM
καλείται αpiλός τανυσvτής τύpiου (k|l). Αpiοδεικνύεται ότι το σvύνολο
{⊗ki=1υµi ⊗⊗lj=1ωνj}(µi)ki=1×(νj)lj=1∈Nk+ldimM ⊂ Π
k
i=1VpM ×Πlj=1V ∗pM












Tµ1...µkν1...νl υµ1 ⊗ . . .⊗ υµk ⊗ ων1 ⊗ . . .⊗ ωνl
Tµ1...µkν1...νl = T (ω
µ1 , . . . , ωµk ; υν1 , . . . , υνl )
Οι σvυνισvτώσvες του τανυσvτικού γινομένου είναι:
(T ⊗ S)µ1...µk+nνl...νl+m = Tµ1...µkν1...νl Sµk+1...µk+nνl+1...νl+m
σvτη βάσvη
{⊗k+ni=1 υµi ⊗⊗l+mj=1 ωνj}(µi)k+ni=1 ×(νj)l+mj=1 ∈Nk+l+m+ndimM ⊂ Π
k+n
i=1 VpM ×Πl+mj=1 V ∗pM














υµ1 ⊗ . . .⊗ υµk+n ⊗ ων1 ⊗ . . .⊗ ωνl+m
Ορισvμός 4.1.1.1.2 (μονομελής - συστολή). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (M |A) και p ∈M με {υσ}dimMσ=1
βάσvη του VpM και {ωσ}dimMσ=1 η δυϊκή της του V ∗pM . Η σvυσvτολή αpiεικονίζει τανυσvτή τύpiου (k|l) σvε (k−1|l−1):
♦{i}{j} : V
(k|l)
p M 7−→ V (k−1|l−1)p M : T 7→ ♦{i}{j}T :=
∑
σ
T (. . . , ωσ, . . . ; . . . , υσ, . . .)
∀I ⊆ Nk και ∀J ⊆ Nl με #I = #J = c ≤ min{k, l} ορίζεται:
♦IJ := ♦
{i1}
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(⊗i/∈Iυµi ⊗⊗j /∈Jωνj )
Πρότασvη 4.1.1.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα (M |A) και p ∈ M με {υσ}dimMσ=1 βάσvη του VpM και
{ωσ}dimMσ=1 η δυϊκή της του V ∗pM . Η σvυσvτολή είναι αναλλοίωτη βάσvης.



















































Τότε ∀T ∈ V (k|l)p M , ∑
σ
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3Anaferìmenoi sve diaforÐsvima tanusvtik pedÐa pia.
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4.2 FORMALISMOS AFHRHMENWN DEIKTWN
Υιοθετείται ο τρόpiος του Wald σvτην αναpiαράσvτασvη του φορμαλισvμού των αφηρημένων δεικτών του Einstein.4
Συμβολίζουμε τους αφηρημένους δείκτες με αγγλικούς χαρακτήρες ξεκινώντας κατά piροτίμησvη αpiό την αρχή
της αλφαβήτου, και τους piραγματικούς δείκτες με ελληνικούς χαρακτήρες όpiως σvτις σvυνισvτώσvες ενός τανυσvτή,














µ1 ⊗ . . .⊗ υ akµk ⊗ ων1b1 ⊗ . . .⊗ ωνlbl




























όpiου σ : Nk 7−→ Nk οι μεταθέσvεις k τάξης, ρ : Nl 7−→ Nl οι μεταθέσvεις l τάξης και  η σvυνάρτησvη piροσvήμου
μιας μετάθεσvης.5
4.2.1 SÔmbasvh jroisvhc Einstein.
Στην ενότητα 4.1 στη σελίδα 39 έγινε αναφορά σvτη μετρική μιας piολλαpiλότητας Riemann6 και ειδικότερα:
∀υ ∈ V(1|0)M , 〈 |υ〉 ∈ V(0|1)M 3 〈υ| 〉
δηλαδή ∀υ ∈ V η μετρική ορίζει έναν ισvομορφισvμό μεταξύ V(1|0)M και V(0|1)M , ισvοδύναμα για κάθε ανταλλοί-
ωτο διάνυσvμα υpiάρχει μοναδικό σvυναλλοίωτο διάνυσvμα και αντίσvτροφα. Σε σvυνέpiεια με το σvυμβολισvμό των
σvυνισvτωσvών, τα ανταλλοίωτα διανύσvματα σvυμβολίζονται με δείκτη piάνω, υa ∈ V(1|0)M ενώ τα σvυναλλοίωτα
διανύσvματα σvυμβολίζονται με δείκτη κάτω, υa ∈ V(0|1)M . Τώρα piια αναφερόμενοι σvε διανύσvματα ή τανυσvτές
εννοούμε διανυσvματικα ή τανυσvτικά piεδία. ΄Ετσvι αναpiαρισvτούμε με φορμαλισvμό σvυνισvτωσvών, piου εξαρτώνται
piάντα αpiό τον τοpiικό χάρτη piου λαμβάνεται και άρα σvε υpiοσvύνολο piάντα της piολλαpiλότητας, αναpiαρισvτούμε λ-
ογισvμό τανυσvτών σvε ολόκληρη τη piολλαpiλότητα, υpiονοώντας ότι κάθε φορά piου κάνουμε υpiολογισvμούς, piρέpiει
να του εντοpiίσvουμε σvε ένα τοpiικό χάρτη ή/και να χρησvιμοpiοιήσvουμε τους διαφορομορφισvμούς μεταξύ εpiικαλυpi-
τόμενων χαρτών για να μεταβούμε σvε νέο χάρτη. ΄Ετσvι, αφού η μετρική κάνει τη μετατροpiή σvτον εφαpiτόμενο
χώρο για κάθε σvημείο, η ιδιότητα αυτή είναι piαγκόσvμια και μpiορούμε να χρησvιμοpiοιήσvουμε το φορμαλισvμό
δεικτών για να τη διατυpiώσvουμε:
∀υa ∈ V(1|0)M , υbgba = gabυb =: υa ∈ V(0|1)M












Η τελευταία ισvότητα αpiοτελεί και τη σvύμβασvη άθροισvης του Einstein, ΄Εσvτω τανυσvτής T ≡ T ab ∈ V(1|1)M και
βάσvη {υ aµ }dimMµ=1 με δυϊκή {υνb}dimMν=1 .7 Ορίζεται:
T ab = T
acgcb
και γενικότερα η δράσvη της μετρικής σvε τανυσvτή ορίζεται ως g ⊗ : V(k|l)M 7−→ V(k+1|l−1)M όpiως και
g−1 ⊗ : V(k|l)M 7−→ V(k−1|l+1)M .
4O opoÐoc eÐnai kai svunep c me ta parapnw.
5Jetikì gia rtia metjesvh, arnhtikì gia peritt  metjesvh.
6T¸ra pia h pollaplìthta eÐnai yeudo-Riemann afoÔ èqoume metabeÐ apì eukleÐdeia sve yeudo-eukleÐdeia metrik .








TA JEMELIA THS GENIKHS
JEWRIAS THS SQETIKOTHTAS
5.1 SUNOQH & SUNALLOITWTH PARAGWGOS
΄Οpiως φαίνεται και σvτο μέρος η έννοια της σvυνοχής δεν αpiαιτεί την ύpiαρξη μετρικής.
Ορισvμός 5.1.1. ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα M . Για κάθε σvυνοχή ∇1 και ∀k, l ∈ N, ορίζεται τελεσvτής
∇c : V(k|l)M −→ V(k|l+1)M : T a1...akb1...bl 7→ ∇cT a1...akb1...bl ≡ T a1...akb1...bl |c
τέτοιος, ώσvτε:
• (γραμμικότητα) ∀A,B ∈ V(k|l)M και ∀α, β ∈ C∞[M |R]:
∇c(αAa1...akb1...bl + βBa1...akb1...bl ) = α∇cAa1...akb1...bl + β∇cBa1...akb1...bl
• (κανόνας γινομένου Leibniz) ∀A ∈ V(k|l)M και ∀B ∈ V(n|m)M :
∇e(Aa1...akb1...blBc1...cnd1...dm ) = Bc1...cnd1...dm∇eAa1...akb1...bl +Aa1...akb1...bl∇eBc1...cnd1...dm
• (μεταθετικότητα με σvυσvτολή) ∀A ∈ V(k|l)M :
∇d(Aa1...c...akb1...c...bl) = ∇dAa1...c...akb1...c...bl
• ∀f ∈ V(0|0)M2 και ∀υ ∈ V (1|0)M :
υ(f) = υa∇af
Ισvχυρισvμός. ΄Εσvτω ο τελεσvτής μερικής piαραγώγου είναι τελεσvτής piαραγώγου:


































ω σc ⊗ υa1µ1 ⊗ . . .⊗ υakµk ⊗ ω ν1b1 ⊗ . . .⊗ ω νlbl
Πράγματι, αpiό βασvικές ιδιότητες της μερικής piαραγώγου όpiως ορίζεται για κάθε σvύσvτημα σvυντεταγμένων
(O|ψ ≡ (xµ)dimMµ=1 ).
1orisvmoÐ 3.1.1 kai 3.1.2
2V(0|0)M ⊂ C∞[M |R], afoÔ, svÔmfwna me to nìmo metasvqhmatisvmoÔ tanusvt¸n, kje bajmwtì paramènei analloÐwto upì
metasvqhmatisvmì svuntetagmènwn, kti to opoÐo den isvqÔei genik gia bajmwtèc svunart sveic.
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5.1.1 SÔndesvh me svunoq .
Είναι ήδη γνωσvτό ότι υ(f) = υa∂af ∀υ ∈ V(1|0)M , οpiότε η δράσvη της piαραγώγου σvε βαθμωτά είναι τετριμμένη:
∇af = ∂af
΄Εσvτω τώρα f ∈ V(0|0)M και ∇a(fυc) = υc∇af + f∇aυc = υc∂af + f∇aυc,
(∇a − ∂a)(fυc) = ∇a(fυc)− ∂a(fυc) = f(∇aυc − ∂aυc) = f(∇a − ∂a)υc,
δηλαδή η αpiεικόνισvη ∇a − ∂a είναι γραμμική σvτο σvύνολο των διανυσvματικών piεδίων, οpiότε αpiό ορισvμό 4.1.1.1:
V(1|2) 3 Γcab = ∇a − ∂a : V(1|0) −→ V(1|1) : υc 7→ Γcabυb
∇aυc = ∂aυc + Γcabυb
Ομοίως ∀ωb ∈ V(0|1)M :
(∇a − ∂a)(ωcυc) = ((∇a − ∂a)ωb + ωcΓcab)υb = 0,
οpiότε έχουμε αντίσvτοιχα:
V(1|2) 3 Γcab = ∇a − ∂a : V(0|1) −→ V(0|2) : ωb 7→ ωcΓcab
∇aωb = ∂aωb − ωcΓcab
Γενικότερα, ∀T b1...bkc1...cl ∈ V(k|l)M :3












Ισvχυρισvμός. ∀ξ, η ∈ V(M) ισvοδύναμα ∀ξa, ηb ∈ V(1|0)M , ∇(ξ|η) = ξa∇aηb.
Πράγματι, αντικαθισvτώντας σvτην τελευταία εξίσvωσvη με ηb και σvυσvτέλλοντας με ξa,
ξa∇aηb = ξa∂aηb + Γbacξaηc,
όpiου αpiό ισvχυρισvμό 3.1 στη σελίδα 29 έχουμε το ζητούμενο για κάθε σvύσvτημα σvυντεταγμένων.
Κατά σvυνέpiεια, έχει βρεθεί η σvύνδεσvη της σvυνοχής όpiως ορίσvτηκε μαθηματικά σvτην ενότητα 3.1 του κε-
φαλαίου 3 και του τελεσvτή piαραγώγισvης σvτο φορμαλισvμό αφηρημένων δεικτών. Και σvτις δύο piεριpiτώσvεις τα
σvύμβολα Christoﬀel Γσµν εpiιτελούν τον ίδιο ρόλο μόνο piου σvτη τελευταία piερίpiτωσvη είναι δυνατός ο ορισvμός
αντίσvτοιχου τανυσvτή Γcab.
Αντικαθισvτώντας ωb = ∇bf = ∂bf σvτην εξίσvωσvη δράσvης της piαραγώγου piάνω σvε σvυνδιανύσvματα έχουμε
∇a∇bf = ∂a∂bf − Γcab∇cf,
δηλαδή




(Γcab − Γcab) = Γc[ab]
ο τανυσvτής σvτρέψης.
3ìpwc svto [3]
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5.2 GEWMETRIA RIEMANN
Στην ενότητα 1.1 του κεφαλαίου 3 έγινε αναφορά σvε μια ειδική κατηγορία σvυνοχών piου είναι σvυμβιβασvτές με
τη δομή Riemann. Οι σvυνθήκες μετασvχηματίζονται ως εξής:
• είναι σvυμμετρική: ∀ξa, ηb ∈ V(1|0)M , ξa∇aηb − ηa∇aξb = ξa∂aηb − ηa∂aξb,
• ∀ξb, ηc, ζa ∈ V(1|0)M , ζa∇a(gbcξbηc) = gbcηcζa∇aξb + gbcξbζa∇aηc (ταυτότητα του Ricci).
Αpiό τη piρώτη σvυνθήκη,
ξa∇aηb − ηa∇aξb − ξa∂aηb + ηa∂aξb = Γbacξaηc + (Γbacηaξc = Γbcaξaηc) = 0 =⇒ T bac = 0,
δηλαδή οι σvυνοχές Levi-Civita και κατ΄ εpiέκτασvη οι γεωμετρίες Riemann δεν έχουν σvτρέψη, δηλαδή:
• ∀f ∈ V(0|0)M :
∇a∇bf = ∇b∇af
Φυσvικά, T cab = 0 =⇒ Γcab = Γcab δηλαδή ο τανυσvτής Christoﬀel είναι σvυμμετρικός και η μερική piαράγωγος
εξ΄ ορισvμού είναι μεταθετική:
∂a∂bf = ∂b∂af







Αpiό τη δεύτερη σvυνθήκη,
ζaξbηc∇agbc + gbcηcζa∇aξb + gbcξbζa∇aηc = ζa∇a(gbcξbηc) = gbcηcζa∇aξb + gbcξbζa∇aηc =⇒ ∇agbc = 0,
δηλαδή για μια σvυνοχή Levi-Civita σvε μια piολλαpiλότητα Riemann:
∇agbc = 0
Αναλυτικά, εκμεταλλευόμενοι τη σvυμμετρία Γcab = Γ
c
ba:
∇agbc = 0 =⇒ ∂agbc = Γdabgdc + Γdcagbd = Γcab + Γbca
∇bgca = 0 =⇒ ∂bgca = Γdbcgda + Γdabgcd = Γabc + Γcab
∇cgab = 0 =⇒ ∂cgab = Γdcagdb + Γdbcgad = Γbca + Γabc
Προσvθέτοντας τις δύο piρώτες και αφαιρώντας τη τρίτη:




gcd(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab)
΄Οpiως φαίνεται σvχηματικά, ακολουθήθηκε διαδικασvία εξαγωγής του τανυσvτή Christoﬀel της σvυνοχής Levi-Civita
όμοια4 με αυτήν εξαγωγής των σvυμβόλων Christoﬀel της σvυνοχής Levi-Civita, σvχόλιο 3.3.1 στη σελίδα 35.
Αυτό αναδεικνύει piεραιτέρω την piρακτικότητα του φορμαλισvμού δεικτών, ήτοι του χειρισvμού των τανυσvτών
μέσvω των ιδιοτήτων των σvυνισvτωσvών τους piου piαραμένουν όμως αναλλοίωτες μετασvχηματισvμού βάσvης, έτσvι
ώσvτε όντως οι ιδιότητες piου εξάγονται να είναι piαγκόσvμιας ισvχύος σvτη piολλαpiλότητα. Αpiό κατασvκευής φυσvικά,
η σvυνοχή Levi-Civita είναι μοναδική. ΄Οpiως φαίνεται αpiό τον ορισvμό της,5 η καμpiυλότητα
R∇ : V(3|0)M ⊃ V(1|0)M×V(1|0)M×V(1|0)M −→ V(1|0)M : ξ×η×ζ 7→ ∇(ξ|∇(η|ζ))−∇(η|∇(ξ|ζ))−∇([ξ|η]|ζ)
είναι ένα τανυσvτής τύpiου (1|3).
4ìpwc svto [3]
5orisvmìc 3.1.1.1
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5.2.1 Idiìthtec tanusvt  Riemann.
Η σvυνοχή Levi-Civita είναι αpiαλλαγμένη αpiό σvτρέψη. Εpiιpiλέον ∀ξ ⊗ η ∈ V(2|0)M :
[ξ|η]b = ξa∂aηb − ηa∂aξb = ξa∇aηb − ηa∇aξb
Εpiαναλαμβάνοντας τους υpiολογισvμούς για τον τανυσvτή Riemann έχουμε:
Rabcdξ
bηcζd = ξb∇b(ηc∇cζa)− ηc∇c(ξb∇bζa)− (ξb∇bηd − ηc∇cξd)∇dζa =
ξb∇b(ηc∇cζa)− ξb∇bηd∇dζa − ηc∇c(ξb∇bζa) + ηc∇cξd∇dζa =
ξbηc∇b∇cζa − ηcξb∇c∇bζa = ξbηc(∇b∇c −∇c∇b)ζa
δηλαδή:
(∇b∇c −∇c∇b)ζa = Rabcdζd (5.2.1)
Για εpiαλήθευσvη:





d)− Γebc(∂eζa + Γaedζd)









d − Γebc∂eζa − ΓebcΓaedζd
− ∂c∂bζa − ∂cΓabdζd − Γace∂bζe − ΓaceΓebdζd + Γecb∂eζa + ΓecbΓaedζd
+ (∂b∂c − ∂c∂b)ζa + ∂bΓacdζd − Γacd∂bζd − ∂cΓabdζd + Γabd∂cζd + ΓabeΓecdζd − ΓaceΓebdζd
(∇b∇c −∇c∇b)ζa = (∂bΓacd − ∂cΓabd + ΓabeΓecd − ΓaceΓebd)ζd = Rabcdζd
Γνωρίζουμε ήδη ότι (∇b∇c −∇c∇b)f = 0. ∀ωd ∈ V(0|1)M :
(∇b∇c −∇c∇b)ωd = ∇b(∂cωd − Γacdωa)−∇c(∂bωd − Γabdωa) =
+ ∂b(∂cωd − Γacdωa)− Γebd(∂cωe − Γaceωa)− Γebc(∂eωd − Γaedωa)
− ∂c(∂bωd − Γabdωa) + Γecd(∂bωe − Γabeωa) + Γecb(∂eωd − Γaedωa)
+ ∂b∂cωd − ∂b(Γacdωa)− Γebd∂cωe + ΓebdΓaceωa − Γebc∂eωd + ΓebcΓaedωa
− ∂c∂bωd + ∂c(Γabdωa) + Γecd∂bωe − ΓecdΓabeωa + Γecb∂eωd − ΓecbΓaedωa
+ (∂b∂c − ∂c∂b)ωd − ∂b(Γacdωa) + Γacd∂bωa + ∂c(Γabdωa)− Γabd∂cωa − ωaΓabeΓecd + ωaΓaceΓebd
(∇b∇c −∇c∇b)ωd = ωa(∂bΓacd − ∂cΓabd + ΓabeΓecd − ΓaceΓebd) = −ωaRabcd
Γενικότερα:6












Σχόλιο. Η piαραpiάνω ταυτότητα ισvχύει και για τη τυχούσvα σvυνοχή με σvτρέψη καθώς δε χρειάσvτηκε η δεύτερη
σvυνθήκη ορισvμού της σvυνοχής Levi-Civita.7
6ìpwc svto [3] me allagmèna prìsvhma (eleujerÐa epilog c lìgw svummetrÐac Rabcd = −Racbd)
7All qreisvthke h pr¸th pou eÐnai isvodÔnamh me ∇b∇cf = ∇c∇bf , blèpe orisvmì 3.3.1.1.
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Πρότασvη 5.2.1.1 (ιδιότητες τανυστή Riemann). Ο τρόpiος με τον οpiοίο υpiολογίσvαμε τον τανυσvτή Riemann]
οδηγεί σvε αpiοτέλεσvμα piου δεν είναι καθιερωμένο σvτη βιβλιογραφία. Καθώς είναι θέμα ορισvμού το τι ρόλος





cb − ∂cΓadb + ΓadeΓecb − ΓaceΓedb
∇c∇dζa = ∇d∇cζa −Rabcdζb
∇c∇dωb = ∇d∇cωb +Rabcdωa












Υpiοθέτουμε ότι η σvυνοχή είναι Levi-Civita και ορίζουμε Rabcd := gaeR
e
bcd:





∇[eRa|b|cd] := Rab[cd|e] = 0
Αpiόδειξη. 8∀ωb ∈ V(1|0)M ,
0 = (∇c∇d −∇d∇c)ωb + (∇d∇c −∇c∇d)ωb = Rabcdωa +Rabdcωa = 2Rab(cd)ωa .
Για τη σvυνοχή Levi-Civita ισvχύει η σvυνθήκη σvυμβιβασvτότητας με τη μετρική, ∇agbc = 0 άρα:
0 = (∇c∇d −∇d∇c)gab = Reacdgeb +Rebcdgae = Rbacd +Rabcd = 2R(ab)cd
1st Bianchi identity: ∀ωb ∈ V(1|0)M ,
∇c∇dωb = ∇c(∂dωb − Γadbωa)
= ∂c(∂dωb − Γadbωa)− Γecb(∂dωe − Γadeωa)− Γecd(∂eωb − Γaebωa)
= ∂c∂dωb − ∂cΓadbωa − Γadb∂cωa − Γacb∂dωa + ΓecbΓadeωa − Γecd∂eωb + ΓecdΓaebωa .
Αντισvυμμετρικοpiοιώντας ως piρος c και d:
∇[c∇d]ωb = ∂[c∂d]ωb −∂[cΓad]bωa −Γa[d|b|∂c]ωa −Γa[c|b|∂d]ωa + Γe[c|b|Γad]eωa −Γe[cd]∂eωb + Γe[cd]Γaebωa = 0
Η αντισvυμμετρικοpiοίησvη των c, d και b piεριέχει την αντισvυμμετρικοpiοίησvη των c και d,
∇[c∇dωb] = 0,
σvυνεpiώς:
0 = ∇[c∇dωb] −∇[d∇cωb] = Ra[bcd]ωa
2nd Bianchi identity: ∀ωb ∈ V(1|0)M ,
(∇c∇d −∇d∇c)∇eωb = Raecd∇aωb +Rabcd∇eωa
∇e(∇c∇d −∇d∇c)ωb = ∇e(Rabcdωa) = ∇eRabcdωa +Rabcd∇eωa
Αντισvυμμετρικοpiοιώντας ως piρος c, d και e, τα piρώτα μέλη των άνω εξισvώσvεων είναι ίσvα:
Ra[ecd]∇aωb +Rab[cd∇e]ωa = ∇[eRa|b|cd]ωa +Rab[cd∇e]ωa
8ìpwc svto [3]
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Αpiό piρώτη ταυτότητα Bianchi, Ra[ecd] = 0 ενώ αpiαλείφονται οι όροι R
a
b[cd∇e]ωa οpiότε έχουμε το ζητούμενο:
∇[eRa|b|cd] := Rab[cd|e] = 0
Τέλος, αpiό τη piρώτη ταυτότητα Bianchi
gaeR
e
[bcd] = Ra[bcd] = Rabcd −Rabdc −Racbd +Racdb +Radbc −Radcb = 0
Αpiό ιδιότητα (5.2.2) και με το ίδιο σvκεpiτικό μpiορούμε να piούμε ότι:
Rabcd +Racdb +Radbc = 0
Rbcda +Rbdac +Rbacd = 0
Rcdab +Rcabd +Rcbda = 0
Rdabc +Rdbca +Rdcab = 0
Rabcd +Racdb +Radbc +Rbcda +Rbdac +Rbacd = 0
Rcdab +Rcabd +Rcbda +Rdabc +Rdbca +Rdcab = 0
Rabcd +Racdb +Radbc +Rbcda +Rbdac +Rbacd −Rcdab −Rcabd −Rcbda −Rdabc −Rdbca −Rdcab = 0
Rabcd −Rcdab +Racdb −Rcabd +Radbc −Rdabc +Rbcda −Rcbda +Rbdac −Rdbca +Rbacd −Rdcab = 0
΄Ολες οι εpiιμέρους διάφορές όpiως piαρίσvτανται σvτη τελευταία piαράσvτασvη αpiαλείφονται μέσvω ιδιότητας (5.2.2),
οpiότε έχουμε και το ζητούμενο.
5.2.2 GewdaisvÐa.
Στα piαρακάτω θα εpiανέρθουμε σvτον piρώτο ορισvμό του τανυσvτή Riemann. Αpiό ορισvμό 3.2.1.1.1 στη σελίδα 32,










































9To xa den eÐnai efaptìmeno dinusvma, all svumperifèretai to Ðdio wc proc th metrik  gbc ìpwc llwsvte kai o telesvt c




10Ed¸ èqoume allxei to svumbolisvmì thc svunalloi¸tou parag¸gou (orisvmìc 3.2.1.1.1 sth selÐda 32) gia na xeqwrÐzei apì th
svun jh pargwgo kampÔlhc wc proc thn parmetrì thc. Epiplèon, fulme to qarakt ra 't' gia th svuntetagmènh tou qrìnou kai
svumbolÐzoume th parametropoÐhsvh kosvmik¸n gramm¸n (qwroqronik¸n kampÔlwn) me 'τ '
11orisvmìc 3.2.1.1.2 sth selÐda 33
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Η σvυνθήκη αυτή μpiορεί να γίνει ασvθενέσvτερη, δηλαδή αpiαιτούμε αpiλά το εφαpiτόμενο διάνυσvμα να μεταφέρεται


























5.2.2.1 Συσvτήματα κανονικών σvυντεταγμένων.
Ορισvμός 5.2.2.1.1 (κανονικές συντεταγμένες Riemann). Ορίζουμε τις κανονικές σvυντεταγμένες piερί σvη-







δηλαδή γ είναι γεωδαισvιακή εφαpiτόμενη σvτο υa. Οι κανονικές σvυντεταγμένες Riemann ορίζονται αpiό τις
dγµ
dτ
: O −→ RdimM : γ(τ) := q 7→ dγ
dτ
Οι κανονικές σvυντεταγμένες Riemann, όpiως φαίνεται και αpiό τον ορισvμό της εκθετικής αpiεικόνισvης έχουν την
ιδιότητα να αpiεικονίζουν γεωδαισvιακές σvτην M σvε ευθείες σvτον RdimM .
Ορισvμός 5.2.2.1.2 (κανονικές συντεταγμένες Gauss). 14Εδώ θα χρησvιμοpiοιήσvουμε το υpiόβαθρο piου
piαρατίθεται σvτην ενότητα 1.7 του κεφαλαίου 1. ΄Εσvτω, εμβαpiτισvμένη υpiοpiολλαpiλότητα S ↪→ M διάσvτασvης
dimS = dimM − 1 μιας piολλαpiλότητας Riemann. Συνεpiώς η V(1|0)S είναι εμβαpiτισvμένη υpiοάλγεβρα της
V(1|0)M . Εpiομένως μpiορούμε να εpiιλέξουμε διάνυσvμα na ∈ V(1|0)M τέτοιο ώσvτε gabnaυb = 0, ∀υa ∈ V(1|0)S.
Αν το διάνυσvμα είναι null, δηλαδή gabnanb = 0 τότε μpiορεί na ∈ V(1|0)S και η S καλείται null hypersurface.15
Αν S λοιpiόν δεν είναι null, τότε gabnanb 6= 0 και μpiορούμε να κανονικοpiοιήσvουμε με |gabnanb| = 1. ∀S non-
null και ∀(U |φ ≡ (xµ)dimSµ=1 ) ορίζεται το κανονικό σvύσvτημα σvυντεταγμένων Gauss (O|ψ ≡ (xµ)dimMµ=1 ) τέτοιο,
ώσvτε:
ψ : O −→ RdimM : γp(xdimM = τ) := q 7→ (xµ)dimMµ=1
με γp γεωδαισvιακή διερχόμενη αpiό το q ∈M και p ∈ S με16




Με αυτόν τον τρόpiο κατασvκευάζεται μια μονοpiαραμετρική οικογένεια υpiερεpiιφανειών Sτ , ∀τ ∈ I ⊆ R. Οι
υpiερεpiιφάνειες αυτές ονομάζονται και ισvόχρονες αν και η piαράμετρος τ δεν έχει καμία σvχέσvη με χρόνο α-
piαραίτητα.17
12Autìc eÐnai kai o lìgoc gia ton opoÐo th pargwgo kat svuntetagmènh exakoloujoÔme na th svumbolÐzoume me 'd', giatÐ sve
dedomèno svÔsvthma svuntetagmènwn ∀µ ∈ NdimM , xµ ∈ C∞[R|R], kai prgmati angetai sve 2hc txhc svun jh pargwgo.
13orisvmìc 2.3.1 sth selÐda 28
14ìpwc svto [3]
15Ta Ðdia mporoÔn na leqjoÔn kai gia memonwmèna svhmeÐa kai ra efaptìmena dianÔsvmata opìte tìte lème ìti h uperepifneia
S eÐnai null svto svhmeÐo tde.
16Me γa antiprosvwpeÔoume thn oikogèneia gewdaisviak¸n pou dièrqontai apì to S me thn epijumht  idiìthta.
17Parìlo pou epiteleÐ svton Lorentzianì qwroqrìno ton Ðdio rìlo pou epiteleÐ o qrìnoc svton EukleÐdeio q¸ro.
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Ισvχυρισvμός. Οι γεωδαισvιακές piου διατρέχουν κάθετα την υpiερεpiιφάνεια S ≡ S0 διατρέχουν κάθετα όλη τη
μονοpiαραμετρική οικογένεια.
Πράγματι έσvτω υa διάνυσvμα βάσvης του θεωρούμενου σvυσvτήματος σvυντεταγμένων σvτην S. Γνωρίζουμε ήδη
ότι η σvυνοχή Levi-Civita διατηρεί το εσvωτερικό γινόμενο, εpiομένως έχουμε το ζητούμενο:
D
dt
〈n|υ〉 = nb∇b(naυa) = 0
Μετά αpiό τη διερεύνησvη των ειδικών αυτών σvυσvτημάτων σvυντεταγμένων, ειδικά του Gaussιανού, είναι piιο
εύκολα κατανοητός ο διαχωρισvμός των καμpiύλων σvε:























και ως γνωσvτόν τα null διανύσvματα έχουν μέτρο 0 και τέτοιες καμpiύλες δεν έχουν ολοκληρωτέα μεγέθη
ως εκ΄ τούτου piου να σvχετίζονται με τη μετρική.























ανάλογα με τον αν είναι spacelike ή timelike. Αυτή η piαραμετροpiοίησvη καλείται φυσvική piαραμετροpiοίησvη της
καμpiύλης. Κάτι άλλο piου piρέpiει να σvημειωθεί είναι ότι σvτην εpiιλογή σvυσvτήματος σvυντεταγμένων εpiιλέγεται
και piεριορισvμένο εύρος της piαραμέτρου τ και εpiομένως σvε μετάβασvη σvε γειτονικό χάρτη pi.χ.: αpiό (U |φ ≡











Με αυτό υpiόψη, αpiοδεικνύεται ότι ∀p, q ∈M , αν
s =

























όpiου η τελευταία εξίσvωσvη piροκύpiτει με φυσvική piαράμετρο. Το νόημα του τελευταίου είναι ότι οι spacelike
γεωδαισvιακές σvυνδέουν δύο γεγονότα με την ακρότατη ιδιοαpiόσvτασvη ενώ οι timelike γεωδαισvιακές σvυνδέουν
δύο γεγονότα με ακρότατο ιδιοχρόνο.
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5.2.2.2 Γεωδαισvιακή αpiόκλισvη.
Οι γεωδαισvιακές καμpiύλες όpiως φαίνεται αpiο την εpiιβαλλόμενη σvυνθήκη ορισvμού και αpiο την τελευταία ιδιότητα
piου αναφέρθηκε, είναι το ανάλογο των ευθειών σvτον ευκλείδειο χώρο. Οι ευθείες σvτον ευκλείδειο χώρο έχουν
μια ιδιότητα: οι piαράλληλες piοτέ δε τέμνονται.18 Σε καμpiύλους χώρους, ακόμα και με θετικά ορισvμένη μετρική,
αρχικά piαράλληλες γεωδαισvιακές αpiοτυγχάνουν να piαραμείνουν piαράλληλες. Αυτό piολλές φορές αναφέρεται
σvτη βιβλιογραφία ότι χαρακτηρίζει την καμpiυλότητα ενός χώρου. Για piαράδειγμα αν αρχικά piαράλληλες γεω-
δαισvιακές τέμνονται κάpiου αυτό χαρακτηρίζει θετική καμpiυλότητα, όpiως σvτη σvφαίρα S2. ΄Ομοια, σvτη ῾῾σvέλλα᾿᾿
η οpiοία χαρακτηρίζεται αpiο αρνητική καμpiυλότητα οι γεωδαισvιακές αpiοκλίνουν ανεpiανόρθωτα. Υpiάρχουν και
piεριpiτώσvεις μεικτής καμpiυλότητας όpiως σvτη piερίpiτωσvη του τόρου S1 × S1, piου αναδεικνύει την καμpiυλότητα
ως τοpiικό μέγεθος σvε μια υpiερεpiιφάνεια και κατ΄ εpiέκτασvη σvε μια piολλαpiλότητα.
΄Εσvτω {γσ : τ 7→ γσ(τ)} μια μονοpiαραμετρική οικογένεια γεωδαισvιακών non-null καμpiύλων και S = {γσ(τ)}
η αντίσvτοιχη διδιάσvτατη υpiοpiολλαpiλότητα ότι η αντισvτοιχία S −→ R2 : γσ(τ) 7→ σ×τ είναι αμφιδιαφόρισvη και άρα
η S μpiορεί να χαρτογραφηθεί ολόκληρη αpiό τις σvυντεταγμένες σ και τ . Εδώ δε μpiορούμε να εpiιλέξουμε φυσvική
piαραμετροpiοίησvη κάθε γεωδαισvιακής χωρίς να εξετάσvουμε τη διαφορισvιμότητα της piαραpiάνω αντισvτοιχίας. ΄Εσvτω
(∂τ )
a := ηa και (∂σ)a := ξa είναι τα αντίσvτοιχα βασvικά piεδία, το τελευταίο όντας το διάνυσvμα αpiόκλισvης ξa
μεταξύ αpiειροσvτικά κοντά γεωδαισvιακών.19 Το βασvικό ως piρος τ διανυσvματικό piεδίο εφάpiτεται piάντα μιας
γεωδαισvιακής εpiομένως ισvχύει:
ηb∇bηa = 0 (5.2.3)
Λήμμα 5.2.2.2.1. Κάθε καμpiύλη piου ικανοpiοιεί την ασvθενή εξίσvωσvη γεωδαισvίας, με κατάλληλη ανα-
piαραμετροpiοίησvη, ικανοpiοιεί την ισvχυρή εξίσvωσvη γεωδαισvίας.
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω νέα piαραμετροpiοίησvη C∞[R|R] 3 σ : τ 7→ σ(τ). Τότε ∀(O|ψ ≡ (xµ)dimMµ=1 ) ∈ A η ταχύτητα











































































































18 'Otan anaferìmasvte sve eukelÐdeio q¸ro, den ennooÔme ton probolikì q¸ro, apl ton Rn.
19Kont me thn ènnoia thc paramètrou σ, dhlad  apèqoun kat dσ, diaforetik mporeÐ na èqoun thn tsvh na apomakrunjoÔn
polÔ pq, kti pou antikatoptrÐzetai apo to dinusvma apìklisvhc ξa.
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΄Αρα η γενική λύσvη της αρχικής εξίσvωσvης είναι:






αdtds ∈ C∞[R|R], ∀α ∈ C∞[R|R]




δηλαδή υpiάρχει γραμμική ελευθερία εpiιλογής φυσvικής piαραμέτρου σ = aτ + b, ∀a > 0 και ∀b ∈ R.
Λήμμα 5.2.2.2.2. Λόγω της εξίσvωσvης (5.2.3), υpiάρχει ελευθερία βαθμίδας για το ξa κάτω αpiό αλλαγή
φυσvικής piαραμέτρου.
Αpiόδειξη. Πράγματι, έσvτω αλλαγή φυσvικής piαραμέτρου τ ′ = a(σ)τ + b(σ), a 6= 0. Λαμβάνουμε την εpiανα-
























































ξ′a = ξa − αηa
aη′a = ηa
quod erat demonstrandum.
Εδώ φαίνεται η ισvχύς του φορμαλισvμού αφηρημένων δεικτών. Οτιδήpiοτε μετασvχηματίζεται σvαν τανυσvτής, σvτο
φορμαλισvμό αυτό piαραμένει αναλλοίωτο21. Ο λόγος piου σvτο νέο σvύσvτημα σvυντεταγμένων έχουμε διαφορετικά
διανύσvματα βάσvης είναι γιατί είναι σvυνυφασvμένα με το σvύσvτημα σvυντεταγμένων κάθε φορά. Δε μετασvχηματί-
ζουμε διανύσvματα, ορίζουμε νέα διανύσvματα, και οι σvχέσvεις βαθμίδας piαραpiάνω είναι σvχέσvεις διανυσvμάτων και
ισvχύουν piάλι σvε οpiοιοδήpiοτε σvύσvτημα σvυντεταγμένων. Τα διανύσvματα βάσvης αντιpiροσvωpiεύουν και τον τελεσvτή
















a′d′(∂′b′ gc′d′ + ∂
′
c′ gd′b′ − ∂′d′ gb′c′ ) = ga
′d′( bb′ ∂b gc′d′ + 
c






a′d′∂b gc′d′ + 
c
c′ g
a′d′∂c gd′b′ − ga





a )⊕  bb′ ⊕  cc′
20upoenìthta 1.3.3 sth selÐda 12
21parasvtatik. Kje svqèsvh grammènh svto formalisvmì autì eÐnai anexrthth epilog c svuntetagmènwn.
22isvqurisvmìc 5.1 sth selÐda 43
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Πρότασvη 5.2.2.2.1. Αν η σvυνοχή είναι Levi-Civita τότε υpiάρχει φυσvική piαραμετροpiοίησvη τέτοια, ώσvτε:
gabξ
aηb = 0
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω το τυχόν διανυσvματικό piεδίο αpiόκλισvης ξa. Εισvάγουμε μια βαθμίδα α και εpiιβάλλουμε την
άνω σvυνθήκη:23
gabξ



















(σ) = a(σ)α(σ, τ)
Η γενική λύσvη της άνω εξίσvωσvης με αρχικές σvυνθήκες24 a(0) := a0 και b(0) := b0 είναι για τ 6= 0:























































































Αυτό σvημαίνει ότι κατά μήκος μιας δεδομένης γεωδαισvιακής, για σvταθερό σ δηλαδή, το ξa αλλάζει γραμμικά
ως piρος τη piαράμετρο τ κατά ηb σvτο μετασvχηματισvμό βαθμίδας. Αυτό ήδη ισvχύει αpiο τον ορισvμό του α25 για







(σ) = α(σ, τ0)
Κατά σvυνέpiεια οι γενική λύσvη (5.2.5) είναι καλά ορισvμένη ∀τ 6= 0, δηλαδή η a piροκύpiτει όντως σvυνάρτησvη μόνο
του σ, όpiως και piρέpiει.




(σ) = a(σ)α(σ, 0)




23 'Eqoume upojèsvei non-null gewdaisviakèc.
24mia protimhtèa gewdaisviak ...
25exÐsvwsvh (5.2.4)
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Η εpiιλογή της piαραμετροpiοίησvης είναι σvυναρτησvιακά αυθαίρετη. ΄Ενα χρήσvιμο κριτήριο εpiιλογής είναι αυτό piου



































΄Ετσvι έχουμε διασvφαλίσvει ότι για τ = 0 και ∀σ, gabξaηb = 0. Εpiιpiλέον η εpiιλογή αυτού του a είναι αpiόλυτα
φυσvική και piροφανής ίσvως: η φυσvικά piροτεινόμενη ανακλιμάκωσvη των γεωδαισvιακών ώσvτε το μέτρο των εφαpi-
τόμενων διανυσvμάτων να εξισvωθεί κατά μήκος της αpiόκλισvης είναι το ίδιο το μέτρο τους. Τα εpiόμενα είναι
δεδομένα:
• Τα ξa και ηc είναι βασvικά piεδία οpiότε μετατίθενται: ηc∇cξa = ξc∇cηa
• Το ηb είναι εφαpiτόμενο γεωδαισvιακής οpiότε μεταφέρονται piαράλληλα: ηc∇cηb
• Ορίσvαμε την νέα φυσvική piαραμετροpiοίησvη εpiιβάλλοντας: ξc∇c(gabηaηb) = 2gabηbξc∇cηa = 0
΄Εχοντας αυτά υpiόψη, ∀τ :
ηc∇c(gabξaηb) = ηc∇cgabξaηb + gabηbηc∇cξa + ξagabηc∇cηb = gabηbξc∇cηa = 0
σvυνεpiώς gabξ
aηb = 0, ∀σ, τ .




epomènwc oi antÐsvtoiqoi ìroi svthn exÐsvwsvh mhdenÐzontai af nontac mìno ìrouc me parag¸gisvh wc proc σ pou eÐnai kai svunepèc
dedomènou ìti h klÐmaka a kai to oﬀset b eÐnai svunart sveic tou σ mìno.
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Εξίσvωσvη γεωδαισvιακής αpiόκλισvης. Ορίζουμε τα εξής μεγέθη:
• αpiόκλισvη γεωδαισvιακών και ανεξάρτητη μεταβλητή:
ξa
Είναι ουσvιασvτικά ρυθμός μια αpiόκλισvης piου piιθανόν θα μpiορούσvε να ορίσvει κανείς μέσvω αpiοσvτάσvεων
αντίσvτοιχων σvημείων μεταξύ δύο τυχόντων γεωδαισvιακών όμως αυτό θα αpiαιτούσvε οι καμpiύλες ως piρος
σ να είναι εpiίσvης γεωδαισvιακές. ΄Ετσvι μετά τη ρύθμισvη piου έγινε piάνω είναι βολικό να εξακολουθήσvουμε
να αναφερόμασvτε σvτο ξa ως διάνυσvμα αpiόκλισvης piια.
• ταχύτητα αpiόκλισvης κατά μήκος γεωδαισvιακής:
ηc∇cξa = ξc∇cηa
Είναι ο ρυθμός με τον οpiοίο μεταβάλλεται η αpiόκλισvη κατά μήκος δεδομένης γεωδαισvιακής. Μας λέει
piότε οι γεωδαισvιακές σvε μια εντοpiισvμένη piεριοχή σvυγκλίνουν ή αpiοκλίνουν.
• εpiιτάχυνσvη αpiόκλισvης κατά μήκος γεωδαισvιακών:27
ηb∇b(ηc∇cξa = ξc∇cηa) = (ηb∇bξc = ξb∇bηc)∇cηa + ηbξc(∇b∇cηa = ∇c∇bηa +Rabcdηd) =
((ξb∇bηc∇cηa = ξc∇cηb∇bηa) + ηbξc∇c∇bηa = ξc∇c(ηb∇bηa) = 0) +Rabcdηbξcηd
Είναι η εpiιτάχυνσvη με την οpiοία μεταβάλλεται η αpiόκλισvη κατά μήκος της γεωδαισvιακής. Μας λέει piότε
οι γεωδαισvιακές έχουν την ῾῾τάσvη᾿᾿ να piλησvιάσvουν ή να αpiομακρυνθούν, άσvχετα με το αν piλησvιάζουν η
αpiομακρύνονται σvτη δεδομένη τιμή τ της piαραμέτρου.
Με βάσvη το τελευταίο αpiοτέλεσvμα διατυpiώνουμε την εξίσvωσvη γεωδαισvιακής αpiόκλισvης όpiως piροκύpiτει αpiο τα
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Keflaio 6
H GENIKH JEWRIA THS
SQETIKOTHTAS
Παραθέτουμε ξανά τις ιδιότητες του τανυσvτή Riemann όpiως ορίσvτηκε τη piρώτη φορά όμως.
Ra(bc)d = R(a|bc|d) = 0 ή Rabcd = −Racbd = −Rdbca





Σύμφωνα με τις καθεαυτές σvυμμετρίες του τανυσvτή Riemann1, piολλές σvυσvτολές του θα δίνουν αpiοτέλεσvμα 0.






ο οpiοίος με βάσvη τη σvυμμετρία (6.0.1) του τανυσvτή Riemann, είναι σvυμμετρικός:
R[ab] = 0 ή Rab = Rba
Εpiιpiλέον, η δεύτερη σvυσvτολή του τανυσvτή Riemann, δηλαδή το ίχνος του τανυσvτή Ricci, σvυμβολίζεται:
R := Raa = g
abRab
Η άϊχνη σvυνισvτώσvα του τανυσvτή Riemann καλείται τανυσvτής του Weyl και σvυμβολίζεται με Cabcd : C = 0.
Τότε ο τανυσvτής Riemann αναpiτύσvσvεται σvτη μορφή:
Rabcd = Cabcd +
4
dimM − 2g[b|[dRa]|c] −
2
(dimM − 1)(dimM − 2)Rgb[dga]c
Συσvτέλλοντας τη δεύτερη ταυτότητα Bianchi:
∇[aRabc]d = ∇aRabcd −∇aRacbd +∇bRacad −∇bRaacd +∇cRaabd −∇cRabad = 0
∇aRabcd +∇bRacad −∇cRabad = 0
∇aRabcd +∇bRcd −∇cRbd = 0
Συσvτέλλοντας δεύτερη φορά:
∇aRa bbc +∇bR bc −∇cRbb = 0
1 'Oqi th deÔterh tautìthta Bianchi.
57
58 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. Η ΓΕΝΙΚΗ ΘΕΩΡΙΑ ΤΗΣ ΣΧΕΤΙΚΟΤΗΤΑΣ
Συσvτέλλοντας ακόμα μια φορά:
∇aRac +∇bRbc −∇cR = 0
∇aRab +∇aRab −∇bR = 0
∇aRab +∇aRab −∇bR = 0
όpiου:
∇c := gcd∇d : V(k|l)M −→ V(k+1|l)M : T a1...akb1...bl 7→
7→ ∇cT a1...akb1...bl = gcd∇dT a1...akb1...bl ≡ T a1...akb1...bl |dgcd = T a1...akb1...bl |c
και:
∇bR = gab∇aR = ∇a(gabR)−∇agabR = ∇a(Rgab)
Ο τανυσvτής του Einstein ορίζεται έτσvι, ώσvτε:
∇aGab = 0 (6.0.2)




Ο τανυσvτής Riemann αναpiτύσvσvεται σvυναρτήσvει των σvυμβόλων Christoﬀel:
Rabcd = ∂bΓ
a
cd − ∂cΓabd + ΓabeΓecd − ΓaceΓebd











cb − ∂cgcdΓdab − ΓccdΓdab +
1
2






cb − ∂cgcdΓdab − ΓccdΓdab︸ ︷︷ ︸









όpiου εδώ εpiιλέγεται η  := ∂d∂d ως σvύβλολο της D' Alambertιανής. Τέλος, για το βαθμωτό piεδιο Ricci:





cb − gab∂cgcdΓdab − gabΓccdΓdab︸ ︷︷ ︸
grammik  kai tetragwnikoÐ ìroi mèqri 1hctxhc
+ gabgab − gabgcd∂d∂(agb)c︸ ︷︷ ︸
grammikoÐ ìroi 2hctxhc
Συνοpiτικά,3 θέτοντας
Fabcd = gaf (∂bg















R = gabRab = g
abgcdgdeR
e
acb = F + g
abgab − gabgcd∂d∂(agb)c
όpiου Fabcd και κατα σvυνέpiεια Fab και F , αpiοτελούνται αpiό γραμμικούς και τετραγωνικούς όρους μέχρι και
piρώτης τάξης σvυνήθους piαραγώγισvης ως piρος τη μετρική gab . Τέλος με βάσvη αυτά
Gab = Rab −
1
2
Rgab = Aab +
1
2









2enìthta Bþ.1.1 parart matoc Bþ sth selÐda 99
3enìthta Bþ.1.1.1 parart matoc Bþ sth selÐda 99
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Principle of special covariance. The principle of special covariance states that all physical laws ex-
pressible in a particular spacetime shall remain covariant with spacetime isometries, i.e. maintain form. For
example all isometries regarding euclidean space, i.e: rotations, translation along with parity transforma-
tions, preserve the euclidean metric and thus all laws of classical mechanics must be expressible in terms of
the metric and derivable expressions from it.That disallows for having special frames and/or orientations in
a physical theory pertaining to space.
On the other hand, proper Poincaré transformations on Minkowski spacetime spawn the special theory of
relativity, with the diﬀerence that no parity transformations have been included since the presence of time in
the theories' background prescribes the existence of a preferred time orientation and thus a preferred space
orientation which is deﬁned by the selection of chirality for space frames, all in contrast with the conviction
regarding special directions.
However this hypothesis is minimal and in consistency with the principle of special covariance since it
does not violate all the other isometries and is intrinsic with the very nature of spacetime, i.e. its only
natural that a speciﬁc time orientation out of two selects a speciﬁc orientation of space out of two chiralities.
By convention we tag right handed space to positive the direction of time. Overall the orientation of a
Lorentzian manifold, i.e. supplied with a metric of signature -1, is deﬁned by the volume element abcd such
that:
abcdabcd = −(dimM)!
Special covariance as stated induces a natural selection of a class of special coordinate systems called
inertial frames of reference or observers. Designate a particular coordinate system as inertial and then all
coordinate systems isometric4 to it are also inertial frames of reference. This notion of inertial observer
in special relativity5 induces a method of measurement through inertial observers in all physics done in
Minkowski spacetime. A beautiful and concise example is the theory of electromagnetism uniﬁed under
Maxwell's equations, reformulated in index notation:
∂aF[ab] = −4pijb
∂[aFbc] = 0
For example, all electromagnetic ﬁelds are measured by coordinate systems designated inertial. Although
abrupt it is of actual practicality since we can always releave a measuring device from the motive eﬀects of
the measured ﬁeld by, for example, ﬁxing it mechanically.
Principle of general covariance. In the principle of general covariance the hypothesis of isommetry is
dropped to isomorphism in principle, diﬀeomorphism in terms of manifold structures, thus stating that all
physical laws expressible in a particular spacetime shall remain covariant with all coordinate transformations.
So as the name implies, it is indeed a generalization of the principle of special covariance, as isometries are
classiﬁed as special coordinate transformations. There is a non-trivial diﬀerence though: the metric is
preserved under isometries by deﬁnition, so that all laws expressed in terms of the metric or its derivables
are automatically covariant laws and potentially laws of physics, while the metric is generally deformed by
an arbitrary coordinate transformation. That only hints that equations in physics following the principle of
general covariance should be expressible in tensorial form, since only scalars, which are measurable quantities,
are invariant under transformations and derivable from tensors at the same time. The only physical entity
directly pertaining to space that has tensorial form is the metric and thus it is still expected that all physical
laws are expressed in terms of the metric or its derivables. However in general covariance, these are the only
physical laws described in spacetime.
Gravity poses an example of a potentially general covariant theory6: we cannot in practicality isolate
an object from any gravitational ﬁelds existent or even if we do we can't know about it which is much the
same thing. Thus as far as gravity is concerned, no preferential class of observers can be designated inertial.
Therefore the assumption can be made that, all observers are inertial with respect to gravity: that is more
or less the famous equivalence principle stated by Einstein in 1915.
4by Poincaré transformations only, no reﬂections nor parity transformations
5which coincides with the notion of inertial observer in the classical formulation of special relativity
6Always under the scope of continuum physics.
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6.1 EIDIKH JEWRIA THS SQETIKOTHTAS
΄Οpiως αναφέρθηκε και piιο piάνω η ειδική θεωρία της σvχετικότητα piαράγεται αpiό την special covariance εφαρ-











(ds)2 = −(dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2.
Εδώ είναι ένα καλό σvημείο να διευκρινίσvουμε ότι σvτη σvχετικότητα είναι δόκιμο να χρησvιμοpiοιούνται φυσvικές
μονάδες. Ειδικά, σvτην ειδική θεωρία της σvχετικότητας η ταχύτητα του φωτός λαμβάνεται σvαν μονάδα ταχύτητας,
c = 1, εξισvώνοντας με αυτόν τον τρόpiο τις διασvτάσvεις χρόνου και αpiόσvτασvης, x0 = ct, και τις διασvτάσvεις
ενέργειας και ορμής, p0 = mc2.7 Αυτό εpiιτρέpiει τον ορισvμό τετραδιανυσvμάτων σvτον χώρο Minkowski τα οpiοία
είναι σvαν τα γνωσvτά διανύσvματα του R4 μόνο piου έχουν γενικευμένη σvυμpiεριφορά υpiό μια όχι αpiαραίτητα θετικά
ορισvμένη μετρική. ΄Οpiως είναι αναμενόμενο σvε piεpiερασvμένης διάσvτασvης διανυσvματικούς χώρους, ο δυϊκός είναι
ο ίδιος ο χώρος, αλλά με μη θετικά ορισvμένη μετρική το σvυμpiέρασvμα αυτό αίρεται, και καταλήγουμε σvτον
ορισvμό των σvυναλλοίωτων και ανταλλοίωτων διανυσvμάτων και την ανάλυσvη piου piροηγήθηκε σvτην ενότητα 4.1
στη σελίδα 39 για τους ψευδοευκλείδειους χώρους όpiως ονομάζονται γενικά οι χώροι με μη αpiαραίτητα θετικά













Τότε ορίζεται καλά και το τετραδιάνυσvμα ενέργειας-ορμής αpiουσvία της έννοιας της σvχετικισvτικής μάζας:
pa = mυa
Η piαράγωγος σvυμβατή με τη μετρική είναι η σvυνήθης μιας και
∂aηbc = 0.




δηλαδή οι γεωδαισvιακές της ειδικής σvχετικότητας είναι ευθείες σvτο χώρο Minkowski. Οι χρονοειδής γεωδαισvι-
ακές ορίζουν κινούμενους αδρανειακούς piαρατηρητές αφού κάθε σvύσvτημα σvυντεταγμένων piου η χρονική του
σvυντεταγμένη σvυμpiίpiτει με τη piαράμετρο μια γεωδαισvιακής αpiοτελεί γραμμικό μετασvχηματισvμό σvτις σvυντεταγ-
μένες. Εpiιpiλέον, αpiο τον ορισvμό του τετραδιανύσvματος της ταχύτητας,
ηabυ
aυb = −1,





7Sth genik  jewrÐa thc svqetikìthtac, ìpou h ènnoia thc barÔthtac ensvwmat¸netai svto upìbajro thc jewrÐac, h svtajer
barÔthtac tou Newton lambnetai monda, G = 1, exisv¸nontac tic diasvtsveic mzac kai apìsvtasvhc.














piου σvυμφωνεί αpiόλυτα με τους ορισvμούς piου κάνουν λόγο για σvχετικισvτική μάζα. Το όλο piρόβλημα ήταν
σvτον καλό ορισvμό ταχύτητας ώσvτε να έχει νόημα σvτο σvχετικισvτικό χωροχρόνο. Το τετραδιάνυσvμα ενέργειας-
ορμής είναι ικανό να piεριγράψει piλήρως τη δυναμική κατάσvτασvη ενός νέφους μάζας. Παρόλα αυτά, αν η γενική
piερίpiτωσvη αλληλεpiίδρασvης μεταξύ των σvωματιδίων του νέφους είναι να ληφθεί υpiόψη, η κατάσvτασvη, όpiως γίνεται
και σvτα ρευσvτά, piρέpiει να piεριγραφεί και αpiο τον τανυσvτή τάσvης, piέρα αpiο το διάνυσvμα της ορμής και το μέτρο
της ενέργειας, όλα ενσvωματωμένα σvτο σvυμμετρικό τανυσvτή τάσvης-ενέργειας-ορμής Tab. Για έναν piαρατηρητή
με 4-ταχύτητα υa, η piυκνότητα ενέργειας όpiως τη μετράει ο piαρατηρητής είναι
ρ = T00 = Tabυ
aυb,
ενώ αν xa, ya και za τέτοια, ώσvτε ηabυaxb = ηabυayb = ηabυazb = 0, η piυκνότητα ορμής κατά τις δεδομένες















Αν εpiιpiλέον ισvχύει για τα xa, ya και za, ηabxayb = ηabxazb = ηabybza = 0, η κατανομή τάσvης κατά τις
δεδομένες διευθύνσvεις, όpiως τη μετράει ο piαρατηρητής είναι σxx σxy σxzσyy σyz
σzz
 =
 T11 T12 T13T22 T23
T33
 =
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6.2 GENIKH JEWRIA THS SQETIKOTHTAS
Ο τανυσvτής τάσvης-ενέργειας-ορμής έχει όλη τη piληροφορία piου αpiαιτείται για μια γενική κατανομή μάζας.
Εpiιpiλέον αpiό τοpiική διατήρησvη ενέργειας-ορμής και εξίσvωσvη Euler σvτη ρευσvτομηχανική ∂aTbc = 0.9 Αpiό
βασvικές αρχές, το ῾῾φορτίο᾿᾿ της βαρύτητας είναι η μάζα, οpiότε ο τανυσvτής Tab είναι piιθανός υpiοψήφιος για
input σvε μια εξίσvωσvη βαρύτητας όpiως γίνεται και σvτην εξίσvωσvη Poisson για το δυναμικό νευτώνειας βαρύτητας.
Χωρίς piολλές λεpiτομέρειες η κατάλληλη piοσvότητα για να σvυγκριθεί με τον τανυσvτή τάσvης-ενέργειας-ορμής είναι
ο τανυσvτής Einstein, ο οpiοίος piράγματι εκφράζεται τελικά σvε όρους piαραγωγίσvεων της μετρικής μέχρι δεύτερης
τάξης.
Εξίσvωσvη Einstein:
Gab := Rab −
1
2
Rgab = 8piTab (6.2.1)
G = −R = 8piT










Εξίσvωσvη Einstein σvτο κενό:
Rab = 0 (6.2.2)
΄Ολη η φυσvική της γενικής θεωρίας της σvχετικότητας piεριέχεται σvτην εξίσvωσvη Einstein και σvε ότι αν-
τιpiροσvωpiεύουν τα μέλη της. Ο τανυσvτής Einstein αντιpiροσvωpiεύει τη δομή του χωροχρόνου και ο τανυσvτής
τάσvης-ενέργειας-ορμής αντιpiροσvωpiεύει την κατανομή μάζας σvτο χωροχρόνο αυτό. Δηλαδή έχουμε σvτα χέρια
μας μια piραγματική θεωρία βαρύτητας όpiου η μάζα είναι το φορτίο εpiίδρασvης σvε γειτονικές μάζες. Αpiό δεύτερη
ταυτότητα Bianchi, ∇aGab = 0 =⇒ ∇aTab = 0, piαρόλο piου αυτό διασvφαλίζει μόνο τοpiική σvυνέχεια μάζας.
Η εξίσvωσvη Einstein σvτο κενό piράγματι ανάγεται σvτην εξίσvωσvη (6.2.2):
Tab = 0 =⇒ Gab = 0 =⇒ Rab = 1
2





Rg =⇒ R = 0 =⇒ Rab = 0
9Sth reusvtomhqanik :
Tab = ρυaυb + P (gab + υaυb)
Tìte apo exÐsvwsvh kÐnhsvhc reusvt¸n ∇aTab = 0:
υa∇aρ+ (ρ+ P )∇aυa = 0
(P + ρ)υa∇aυb + (gab + υaυb)∇aP = 0
Mèroc III






Θεώρημα 7.1. ΄Εσvτω Ck-piολλαpiλότητα M . Οι εpiόμενες piροτάσvεις είναι ισvοδύναμες:1
• M είναι piαρασvυμpiαγής με την κανονική τοpiολογία2.
• M είναι piολλαpiλότητα Riemann3.
• M ικανοpiοιεί το αξίωμα του δεύτερου αριθμήσvιμου.
Αυτό είναι το θεώρημα piου διασvφαλίζει ότι όσvο δουλεύουμε σvε piαρασvυμpiαγείς piολλαpiλότητες Hausdorﬀ όλο
το υpiόβαθρο σvτοιχειώδους διαφορικής γεωμετρίας piου piαρουσvιάσvτηκε σvτο μέρος I, piαραμένει αυτοσvυνεpiές ως
piρος τη κανονική τοpiολογία. Πολλά αpiο τα θεωρήματα εpiιδέχονται και ακόμα ασvθενέσvτερες υpiοθέσvεις ως piρος
την κανονική τοpiολογία όμως έτσvι κι αλλιώς οι χωροχρόνοι με τους οpiοίους ασvχολούμασvτε είναι τουλάχισvτον
piαρασvυμpiαγείς Hausdorﬀ.
7.1 ORISMOI
Ορισvμός 7.1.1 (χρονικά piροσανατολίσιμη piολλαpiλότητα). Μια piολλαpiλότητα M Lorentz4 εφοδιασvμένη με
μετρική gab ίχνους dimM − 2,5 είναι χρονικά piροσvανατολίσvιμη αν και μόνο αν η αντισvτοιχία μελλοντικού-
piαρελθοντικού κώνου φωτός σvε κάθε σvημείο είναι σvυνεχής.
Ισvοδύναμα, καμία σvυνεχής κλεισvτή καμpiύλη δεν εpiαναφέρει τον εφαpiτόμενο κώνο σvτο ίδιο σvημείο με δι-
αφορετικό piροσvανατολισvμό. Ο διαχωρισvμός των χρονοειδών εφαpiτόμενων διανυσvμάτων με βάσvη το χρονικό
piροσvανατολισvμό τους σvε κάθε σvημείο με σvυνεχή τρόpiο, εpiιτρέpiει τον ορισvμό σvε χρονικά piροσvανατολίσvιμες
piολλαpiλότητες, χρονικά piροσvανατολισvμένων διαφορίσvιμων χρονοειδών διανυσvματικών piεδίων και κατ΄ εpiέκ-
τασvη χρονικά piροσvανατολισvμένων διαφορίσvιμων χρονοειδών καμpiυλών, ανάλογα με την φορά του χρόνου piου
εξελίσvσvονται. Αυτό αpiαιτεί αpiόδειξη piου δε piαρατίθεται εδώ. Διαισvθητικά και μόνο, αν ο για piαράδειγμα
ο μελλοντικός κώνος φωτός μεταβιβάζεται σvυνεχώς piάνω σvτο χωροχρόνο, τότε υpiάρχει piολύ piεριθώριο για
εpiιλογή μελλοντικά piροσvανατολισvμένου διανύσvματος μέσvα σvε αυτόν, piου χονδρικά εpiιτρέpiει και την εpiιλογή
διαφορίσvιμου τέτοιου piεδίου piου κείται σvτο εσvωτερικό του σvυνεχούς piεδίου μελλοντικών κώνων.
Πρέpiει να κατασvτεί υpiόψη piως η κωνική δέσvμη με το τρόpiο piου ορίζεται η εφαpiτομένη δέσvμη είναι σvυνεχής,
μάλισvτα είναι και διαφορίσvιμη• η έννοια της κωνικής δέσvμης υpiό αυτό το piρίσvμα είναι κοντινότερη σvτη έννοια
του double cover6 piου είναι ακριβώς μια χρονικά piροσvανατολισvμένη piολλαpiλότητα piροκύpiτουσvα αpiό μη χρονικά
piροσvανατολισvμένη piολλαpiλότητα.
1upoenìthta Aþ.1.1, parrthma Aþ.
2orisvmìc 1.1.7 sth selÐda 5
3orisvmìc 3.3.2 sth selÐda 34
4To anlogo miac pollaplìthtac Riemann me yeudoeukleÐdeia metrik • orisvmìc 3.3.2 sth selÐda 34 kai enìthta 4.1 sth
selÐda 39.
5Dhlad  mÐa disvtasvh qrìnou.
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Ορισvμός 7.1.2 (χρονικός piροσανατολισμός piεδίων και καμpiυλών). Μια χρονοειδής καμpiύλη χαρακτηρίζεται
μελλοντικά/piαρελθοντική piροσvανατολισvμένη αν και μόνο αν το piεδίο ταχυτήτων της είναι μελλοντικά/piαρελθοντικά
piροσvανατολισvμένο. Μια χρονικά piροσvανατολισvμένη μη-χωροειδής καμpiύλη χαρακτηρίζεται αιτιακή.7
Ορισvμός 7.1.3 (chronological domains). ΄Εσvτω διαφορική piολλαpiλότητα Riemann (M |gab), piαρασvυμpiαγής
και Hausdorﬀ με την κανονική τοpiολογία TA ≡ TM piου εpiάγεται αpiο τον διαφορικό άτλαντα A. ∀p ∈ U ⊆M :
Το χρονικό μέλλον I+(p) του γεγονότος p ∈ M αpiοτελείται αpiό όλα τα γεγονότα q ∈ M , για τα οpiοία
υpiάρχει μελλοντικά piροσvανατολισvμένη χρονοειδής καμpiύλη λ< piου να σvυνδέει τα δύο γεγονότα, δηλαδή ∃a ∈ R+
έτσvι, ώσvτε λ<(0) = p και λ<(a) = q. Σε αυτή την piερίpiτωσvη γράφουμε και p ≺≺ q και λέμε ότι το p piροηγείται





Το αιτιακό μέλλον J+(p) του γεγονότος p ∈ M αpiοτελείται αpiό όλα τα γεγονότα q ∈ M , για τα οpiοία
υpiάρχει μελλοντικά piροσvανατολισvμένη αιτιακή καμpiύλη λ≤ piου να σvυνδέει τα δύο γεγονότα, δηλαδή ∃a ∈ R+
έτσvι, ώσvτε λ≤(0) = p και λ≤(a) = q. Σε αυτήν την piερίpiτωσvη γράφουμε και p ≺ q και λέμε ότι το p piροηγείται





Ο ορισvμός του χρονικού piαρελθόντος I− και αιτιακού piαρελθόντος J− ενός γεγονότος p ή του U ορίζονται
αντίσvτοιχα.
Σχόλιο. Εξ΄ ορισvμού, τα χρονικά domains αυτά, είναι δρομοσvυνεκτικά με την εpiιpiλέον σvυνθήκη οι ῾῾δρόμοι᾿᾿ να
είναι χρονοειδείς καμpiύλες.
Παρατήρησvη 7.1.1. ΄Εσvτω χωροχρόνος M με μετρική gab και τοpiολογία T . ∀p ∈M , I+(p) ∈ T .
Το piαραpiάνω piαρατίθεται χωρίς αpiόδειξη. Για μια εισvαγωγή βλέpiε [3], και αναλυτική αpiόδειξη, [4].






Εpiιpiλέον, piαρόλο piου η αpiόδειξή του είναι ιδιαίτερα τεχνική, είναι διαισvθητικά φανερό ότι δεν piροσvτίθεται
τίpiοτα piαίρνοντας το χρονικό μέλλον του χρονικού μέλλοντος:
I+(I+(S)) = I+(S)
Πράγματι, εξ΄ ορισvμού, I+(I+(S)) ⊇ I+(S). ΄Εσvτω p ∈ S, q ∈ I+(S) και r ∈ I+(I+(S)). Τότε το r
ενώνεται με το q, το οpiοίο ενώνεται με το p με χρονοειδείς καμpiύλες εκάσvτως. Το μόνο τεχνικό σvημείο είναι
η διασvφάλισvη ελευθερίας εpiιλογής αυτών των χρονοειδών καμpiυλών αρκετή, ώσvτε τα εφαpiτόμενα διανύσvματά
τους να σvυμpiίpiτουν σvτο q και άρα να έχει βρεθεί μια χρονοειδής καμpiύλη piου να ενώνει το r με το p, δηλαδή
r ∈ I+(S) οpiότε και I+(I+(S)) ⊆ I+(S).
Τα οριακά σvημεία8 ενός σvυνόλου γεγονότων δε piροσvφέρουν τίpiοτα σvτο χρονικό του μέλλον:
I+(S) = I+(S) = I+(S◦)
Πράγματι, σvχηματικά piάλι, εpiειδή το I+(S) είναι ανοικτό, οpiοιοδήpiοτε ῾῾μεγάλωμα᾿᾿ του θα είναι ῾῾φούσvκωμα᾿᾿
του αφού piρέpiει να είναι ανοικτό. Η piροσvθήκη οριακών σvημείων σvτον piηγαίο χωροχρόνο S δεν είναι αρκετό
για να piροκαλέσvει αυτό το φούσvκωμα, δηλαδή τα χρονικά μέλλοντα των οριακών σvημείων καλύpiτονται αpiο τα
7 'Eqei nìhma o qronikìc prosvanatolisvmìc fwtoeid¸n dianusvmatik¸n pedÐwn, exairoumènou tou tautotik 0 to opoÐo den è-
qei prosvanatolisvmì. Prgmati, an ta mh mhdenik dianÔsvmata enìc pedÐou èqoun dedomèno prosvanatolisvmì tìte to svunolikì
pedÐo qarakthrÐzetai apo ton prosvanatolisvmì autì, dhlad  ta dianÔsvmata 0 ìpou emfanÐzontai svto pedÐo den svuneisvfèroun svton
prosvanatolisvmì tou pedÐou, ìpwc eÐnai kai fusvikì.
8orisvmìc Aþ.1.1.5
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χρονικά μέλλοντα των γειτονικών σvημείων piου σvυγκλίνουν σvε αυτά, γιατί τα μόνα σvτοιχεία piου piροσvτίθενται
σvτην κλεισvτότητα ενός σvυνόλου είναι τα σvημεία σvυσvσvώρευσvης9 piου τυχών δεν έχουν σvυμpiεριληφθεί.10
Τέλος, γενικά ισvχύει
I+(S) ⊂ J+(S) ⊆ I+(S)⇐⇒ E+(S) ≡ J+(S)\I+(S) ⊆ ∂I+(S)
σvυνεpiώς I+(S) = (J+(S))◦, I+(S) = J+(S) και άρα ∂I+(S) = ∂J+(S), piου μας λέει το διαισvθητικά ενδιαφέρον
γεγονός ότι τα γεγονότα piου piροσvεγγίζονται αpiοκλεισvτικά με φωτοειδείς καμpiύλες δεν σvυνισvτούν αpiαραίτητα
το σvύνορο των χρονικά piροσvεγγιζόμενων γεγονότων. Αλλά αυτό ισvχύει τοpiικά, όpiως φαίνεται και αpiό το
piαρακάτω ισvχυρότερο θεώρημα, διατυpiωμένο όpiως σvτο [3]. Πρώτα όμως έχουμε τον εξής ορισvμό:
Ορισvμός 7.1.4 (κανονική συνεκτικότητα). ΄Εσvτω χωροχρόνος M με μετρική gab και τοpiολογία T , και
έσvτω O ∈ T δρομοσvυνεκτικό11. Το O είναι κανονικά σvυνεκτικό αν η καμpiύλη του ορισvμού Αʹ.1.1.2.1 είναι
γεωδαισvιακή.
Θεώρημα 7.1.1. ΄Εσvτω χωροχρόνος M με μετρική gab και τοpiολογία T . ∀p ∈ M , ∃O ∈ $(p) κανονικά
σvυνεκτικό. Εpiιpiλέον ∀O ∈ $(p):
• το I+(p)|O piαράγεται αpiό όλες τις χρονοειδείς γεωδαισvιακές piεριορισvμένες σvτο O,
• το ∂(I+(p)|O) piαράγεται αpiό όλες τις φωτοειδείς γεωδαισvιακές piεριορισvμένες σvτο O,
αpiό το οpiοίο σvυμpiεραίνεται ότι το I+(p)|O piαράγεται αpiό όλες τις αιτιακές γεωδαισvιακές piεριορισvμένες σvτο O.
Πόρισvμα 7.1.1. ∀p ∈M και ∀q ∈ J+(p)\I+(p), κάθε αιτιακή καμpiύλη piρέpiει να είναι φωτοειδής καμpiύλη.
Το τελευταίο είναι λογικό, αφού καταφέραμε τοpiικά να εξισvώσvουμε αιτιακό μέλλον με κλεισvτότητα χρονικού
μέλλοντος, και μάλισvτα το σvύνορό του με φωτοειδώς σvχετιζόμενα γεγονότα, καθολικώς, τα αιτιακώς σvχετιζόμενα
γεγονότα piου καταφέρνουν να είναι σvτο σvύνορο ∂I+(p) του καθολικού χρονικού μέλλοντος I+(p) του p piρέpiει να
σvυνδέονται με φωτοειδείς γεωδαισvιακές αpiαραίτητα. Και αυτό γιατί μια αιτιακή καμpiύλη piου δεν είναι φωτοειδής,
μpiορεί να piαραμορφωθεί τοpiικά, όpiου δεν είναι χρονοειδής σvε χρονοειδής καμpiύλη.
Στο Wald ([3]) γίνεται εκτενής σvυζήτησvη piάνω σvτην εpiεκτασvιμότητα των χρονοειδών καμpiυλών, μpiροσvτά
και piίσvω σvτο χρόνο, piου εδώ όμως θα αpiοφευχθεί. Θα αρκεσvτούμε μόνο σvτην piληροφορία ότι, οpiοιοδήpiοτε
τμήμα αιτιακής καμpiύλης piάρουμε μέσvα σvε έναν χρονικά piροσvανατολισvμένο, piαρασvυμpiαγή χωροχρόνο Hausdorﬀ
εpiεκτείνεται μέχρι το άpiειρο piου αυτό σvημαίνει τρία piράγματα σvε έναν τέτοιο γενικό χωροχρόνο:
• είτε είναι μια άpiειρη καμpiύλη σvτο χωροχρόνο,
• είτε είναι κλεισvτή καμpiύλη, οpiότε εpiιδέχεται piεριοδική piαραμετροpiοίησvη,
• είτε καταλήγει σvε singularity, το οpiοίο, κατά κάpiοιο τρόpiο, είναι ισvοδύναμο με το piρώτο.
Το τελευταίο σvχόλιο έγινε με βάσvη την ιδέα ότι οι singularities αpiοτελούν μέρος του σvυνόρου το σvύμpiαντος,
μαζί με το άpiειρο. Είναι εpiόμενο, όταν piαραμορφώνεται η γεωμετρία του χωροχρόνου, κομμάτια του αpiείρου
να ῾῾βρεθούν αλλού᾿᾿. Παρόλα αυτά, γεωμετρικά η καμpiύλη της τρίτης κατηγορίας σvυγκλίνει σvε ένα σvημείο, το
οpiοίο σvημείο δεν ανήκει σvτην piολλαpiλότητα.
Λόγω του χρονικού piροσvανατολισvμού του χωροχρόνου είναι piάντα καθορισvμένο piοίο άκρο μιας αιτιακής καμ-
piύλης είναι το μελλοντικό/piαρελθοντικό. Με αυτο το γνώμονα, μια καμpiύλη με άκρο μελλοντικό/piαρελθοντικό
άκρο της piρώτης κατηγορίας αναφέρεται και ως μελλοντικά/piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη καμpiύλη, ενώ της
τρίτης κατηγορίας αναφερόμασvτε σvτο σvημείο σvύγκλισvης ως μελλοντικό/piαρελθοντικό άκρο της καμpiύλης. Οι
καμpiύλες piου εμpiίpiτουν σvτη δεύτερη κατηγορία, δηλαδή είτε αρχικά είτε τελικά κλεισvτών, είναι piαθολογικές
piεριpiτώσvεις και σvτην εpiόμενη ενότητα θα αpiοκλεισvτούν piρος χάριν της ευσvταθούς αιτιακής δομής του χωρο-
χρόνου.
9orisvmìc Aþ.1.1.5
10ta apomonwmèna svhmeÐa ma uprqoun ja eÐnai  dh svto S alli¸c ta xeqnme svthn kleisvtìthta afoÔ tìte to S ja agnoeÐ thn
Ôparx  touc, ìpwc lèei kai o isvodÔnamoc orisvmìc thc kleisvtìthtac, perÐ elqisvtou kleisvtoÔ pou perièqei to S.
11orisvmìc Aþ.1.1.2.1
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Ορισvμός 7.1.5 (άχρονικότητα). ΄Εσvτω piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Hausdorﬀ
εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T . ΄Ενα υpiοσvύνολο S ⊆M καλείται άχρονο αν και
μόνο αν I+(S) ∩ S = ∅.12
Θεώρημα 7.1.2. ΄Εσvτω piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Hausdorﬀ εφοδιασvμένος
με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T και S ⊆M .
• Τότε ∂I+(S)...
• Αν S κλεισvτό άχρονο με ∂∂S = ∅13 τότε S και κατά σvυνέpiεια ∂I+(S) ∪ S...
... είναι άχρονη σvυνεχής εμβαpiτισvμένη14 υpiοpiολλαpiλότητα της M με:
dim ∂I+(S) = dimS = dim(∂I+(S) ∪ S) = dimM − 1
Αpiό ιδιότητα I+(S) = I+(S) και όpiως φαίνεται και αpiό θεώρημα 7.1.2, κλεισvτά άχρονα σvύνολα γεγονότων
αpiοτελούν σvχεδόν τμήματα υpiερεpiιφανειών διάσvτασvης κατά μία χαμηλότερη της piολλαpiλότηταςM .15 Εpiομένως
κάθε άχρονο υpiοσvύνολο γεγονότων S υpiοτίθεται, όpiως και σvτο [3], κλεισvτό, δηλαδή ∂∂S ⊆ S = S. Μια
ιδιότητα piου έχει το ∂∂S,16 είναι ότι, ως σvυνεχής εμβαpiτισvμένη υpiοpiολλαpiλότητα μιας διάσvτασvης χαμηλότερης,
∀p ∈ ∂∂S και ∀O ∈ $(p), ∃q ∈ I+(S) και ∃r ∈ I−(S) τέτοια, ώσvτε να υpiάρχει χρονοειδής καμpiύλη αpiό το r
σvτο q piου να piαρακάμpiτει την S. Είναι φανερό ότι κάθε σvημείο p ∈ S με αυτή την ιδιότητα, p ∈ ∂∂S, γιατί
διαφορετικά p ∈ S◦◦ οpiότε ∃O ∈ $(p) τέτοια, ώσvτε O ∩ S◦◦ ⊆ S◦◦ οpiότε τέτοια καμpiύλη δεν υpiάρχει για τη
γειτονιά αυτή.
Ορισvμός 7.1.6 (domains of dependence). ΄Εσvτω piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος
M Hausdorﬀ εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T και κλεισvτό άχρονο υpiοσvύνολο
S ⊆M .
• Η μελλοντική piεριοχή χρονικής εξάρτησvης του S ορίζεται ως το σvύνολο C+(S) των γεγονότων p ∈M ,
κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη χρονοειδής καμpiύλη αpiό τα οpiοία, τέμνει το S.
• Η μελλοντική piεριοχή αιτιακής εξάρτησvης του S ορίζεται ως το σvύνολο D+(S) των γεγονότων p ∈ M ,
κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη αιτιακή καμpiύλη αpiό τα οpiοία, τέμνει το S.
Τότε ορίζεται ο μελλοντικός ορίζοντας Cauchy του S, H+(S) := D+(S)\I−(D+(S)). Με piαρόμοιο τρόpiο
ορίζονται οι piαρελθοντικές piεριοχές εξάρτησvης C−(S), D−(S) όpiως και ο piαρελθοντικός ορίζοντας Cauchy
H−(S).
Ο ορισvμός του ορίζοντα είναι piρακτικά το ∂D+(S) αλλά εpiειδή S ⊂ D+(S) ⊂ D+(S) =⇒ S ⊂ ∂D+(S),
δε το θέλουμε σvτον ορίζοντα οpiότε καθαρίζουμε το D+(S) με τη ῾῾σvκούpiα᾿᾿ του χρονικού piαρελθόντος του
D+(S), I−(D+(S)). Πράγματι, κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη αιτιακή (και άρα χρονοειδής) καμpiύλη piου
ξεκινάει αpiο το D+(S) τέμνει το S αpiό ορισvμό 7.1.6, εpiομένως S◦◦ ⊆ I−(D+(S)) =⇒ ∂∂S ⊆ H+(S).17 Πιο
σvυγκεκριμένα ισvχύει το piαρακάτω:
12EÐnai h kontinìterh ènnoia <<svtigmiìtupou>> pou mporeÐ na orisvteÐ sve èna tètoio qwroqrìno.
13Me th svqetik  topologÐa, giatÐ me thn olìklhrh, ∂S = S afoÔ h S eÐnai mhdenikoÔ mètrou wc svuneq c embaptisvmènh
upopollaplìthta qamhlìterhc disvtasvhc. To Ðdio me to esvwterikì, to opoÐo ja svumbolÐzoume me S◦◦. H kleisvtìthta apì thn
llh de diafèrei sve kje disvtasvh upopollaplìthtac.
14Dhlad , h embptisvh f tou orisvmoÔ 1.7.2 eÐnai toulqisvton svuneq c.
15Prgmati genikeÔetai to apotèlesvma tou jewr matoc 7.1.2 eisvgontac kai thn ènnoia thc pollaplìthtac me svÔnoro ìpou eÐnai
Ðdia ìpwc parousvizetai svthn enìthta 1.1 sth selÐda 3 mìno pou o orisvmìc tou qrth perilambnei anoiqt uposvÔnola tou
Rn+ := Rn−1 × (R+ ∪ {0}) := {(xi)ni=1|xn ≥ 0}
me th svqetik  topologÐa pou epgetai apì th svun jh tou Rn. 'Opoia svhmeÐa thc pollaplìthtac M qartografoÔntai me xn = 0
an koun svto svÔnoro ∂M . 'Etsvi to apotèlesvma tou jewr matoc 7.1.2 genikeÔetai wc:
An S kleisvtì qrono tìte S eÐnai qronh svuneq c embaptisvmènh upopollaplìthta thc M me svÔnoro.
16H idiìthta aut  paratÐjetai svto [3] wc o orisvmìc tou svunìrou uperepifneiac qamhlìterhc kat 1 disvtasvhc.
17Ed¸ den eÐnai tetrimmèno all ma apaitoÔsvame apì qronoeid c kampÔlec mèsva svto D+(S) na tèmnoun to ∂∂S tìte lìgw
paramorfwsvimìthtac twn qronoeid¸n kampul¸n, ja jèlame èna anoiqtì foÔsvkwma tou S, topo. Gi autì olìklhro to kleisvtì S
svuneisvfèrei mìno svton orisvmì tou Wald, [3], me tic aitiakèc kampÔlec, dhlad  C+(S) = C+(S◦◦).
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Πρότασvη 7.1.1. p ∈ D+(S) αν και μόνο αν κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη χρονοειδής καμpiύλη αpiό το
p (σvυμpiεριλαμβανομένου του p) τέμνει το S.
Αpiόδειξη υpiάρχει σvτο [3]. Αυτό σvημαίνει ότι D+(S) = C+(S) ∪ S ⊆ I+(S) ∪ S.
Λήμμα 7.1.1. (D+(S))◦ = I−(D+(S)) ∩ I+(S).
Αpiόδειξη. Αpiό ορισvμό 7.1.6, κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη αιτιακή καμpiύλη αpiό κάθε σvημείο του D+(S)
τέμνει την S, εpiομένως
(D+(S) ⊆ J−(D+(S)) =⇒ (D+(S))◦ ⊆ I−(D+(S))) ∧ (D+(S) ⊆ J+(S) =⇒ (D+(S))◦ ⊆ I+(S)) =⇒
=⇒ (D+(S))◦ ⊆ I−(D+(S)) ∩ I+(S).
Αντίσvτροφα, έσvτω p ∈ J−(D+(S)) ∩ J+(S). Τότε αpiό p ∈ J−(D+(S)), σvυνεpiάγεται ότι υpiάρχει piαρελθον-
τικά piροσvανατολισvμένη αιτιακή καμpiύλη αpiό ένα q ∈ D+(S) σvτο p, ενώ αpiό p ∈ J+(S), σvυνεpiάγεται ότι
υpiάρχει piαρελθοντικά piροσvανατολισvμένη αιτιακή καμpiύλη αpiό το p σvτο S. Κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη
αιτιακή καμpiύλη αpiό το q ∈ D+(S) τέμνει το S. Δεδομένου ότι κάθε piεpiερασvμένη αιτιακή καμpiύλη είναι
εpiεκτάσvιμη με οpiοιοδήpiοτε τρόpiο,18 υpiοθέτοντας ότι η σvύνθετη piαρελθοντικά piροσvανατολισvμένη καμpiύλη piου
κατασvκευάσvτηκε αpiό p ∈ J−(D+(S)) ∩ J+(S) είναι διαφορίσvιμη σvτο p, η τελευταία piρέpiει να είναι τμήμα μιας
εκ΄ των piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμων αιτιακών καμpiυλών αpiό το q piου τέμνουν την S λόγω του q ∈ D+(S).
Κάθε τέτοια όμως καμpiύλη κείται υpiοχρεωτικά μέσvα σvτο D+(S) οpiότε p ∈ D+(S) και σvυνεpiώς
D+(S) ⊇ J−(D+(S)) ∩ J+(S) =⇒ (D+(S))◦ ⊇ I−(D+(S)) ∩ I+(S).
Λήμμα 7.1.2. Ο μελλοντικός/piαρελθοντικός ορίζοντας Cauchy είναι κλεισvτός και άχρονος.
Αpiόδειξη. Πράγματι, H+(S) = D+(S) ∩ (M\I−(D+(S))) είναι κλεισvτό ως τομή κλεισvτών. Εpiιpiλέον
I−(H+(S)) ⊂ I−(D+(S)) = I−(D+(S)) ⊂M\H+(S) =⇒ I−(H+(S)) ∩H+(S) = 0,
δηλαδή H+(S) άχρονο.
Τέλος piαραθέτουμε δύο θεωρήματα αpiό το [3] piου αναδεικνύουν τον χαρακτήρα τόσvο του ∂I+(S) όσvο και
του ορίζονται H+(S) αλλά piου piαραλείpiουμε την αpiόδειξή τους (piου piεριλαμβάνει μpiόλικα λήμματα) καθώς
ξεφεύγουν αpiό τον κορμό αυτού του μέρους piου είναι το Initial Value Problem.
Θεώρημα 7.1.3. ΄Εσvτω piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Hausdorﬀ εφοδιασvμένος
με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T και κλεισvτό άχρονο υpiοσvύνολο S ⊆M .
• ∀p ∈ ∂I+(S)\S, ∃λ ⊂ ∂I+(S)...
• ∀p ∈ H+(S)\S, ∃λ ⊂ H+(S)...
... φωτοειδής καμpiύλη τέτοια, ώσvτε p ∈ λ και η οpiοία είτε είναι piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη είτε έχει piαρ-
ελθοντικό άκρο σvτο ∂S.
Φυσvικά, ανάλογα θεωρήματα ισvχύουν και για τα ∂I−(S) και H−(S).
Ορισvμός 7.1.7 (total domains of dependence). ΄Εσvτω piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος
M Hausdorﬀ εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T και κλεισvτό άχρονο υpiοσvύνολο
S ⊆M . Ορίζεται:
• η ολική piεριοχή χρονικής εξάρτησvης ως D(S) := D+(S) ∪D−(S).
• ο ολικός χρονικός ορίζοντας ως H(S) := H+(S) ∪H−(S).
Ισvχύει ότι ∂D(S) = H(S).
18 'Enan apo touc treic trìpou epektasvimìthtac pou perigrfontai sth selÐda 67.
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Λήμμα 7.1.3. S = ∂D+(S) ∩ ∂D−(S).
Αpiόδειξη. S είναι άχρονο οpiότεD+(S)∩I−(S) = ∅, ενώ (D−(S))◦ ⊂ I−(S) εpiομένως (D+(S))◦∩(D−(S))◦ =
∅, και σvυνεpiώς
D+(S) ∩D−(S) = (∂D+(S) ∪ (D+(S))◦) ∩ (∂D−(S) ∪ (D−(S))◦) = ∂D+(S) ∩ ∂D−(S).
Προφανώς S ⊆ D+(S)∩D−(S). ΄Εσvτω p ∈ D+(S)∩D−(S), δηλαδή κάθε piαρελθοντικά μη-εpiεκτάσvιμη αιτιακή
καμpiύλη και κάθε μελλοντικά μη-εpiεκτάσvιμη αιτιακή καμpiύλη αpiό το p τέμνει το S. Αν p /∈ S, τότε ανάμεσvά
τους υpiάρχει μια μη-εpiεκτάσvιμη χρονική καμpiύλη piου διέρχεται αpiό το p και τέμνει την S δυο φορές, άτοpiο
αφού η S είναι άχρονη. ΄Αρα p ∈ S, σvυνεpiώς S ⊇ D+(S) ∩ D−(S) οpiότε S = S = D+(S) ∩D−(S) =
∂D+(S) ∩ ∂D−(S).





D+(S) ⊆ J+(S) ⊆ J+(D−(S))
D−(S) ⊆ J−(S) ⊆ J−(D+(S))
σvυνεpiώς
D+(S) ⊆ J−(D+(S)) ∩ J+(D−(S))
D−(S) ⊆ J+(D−(S)) ∩ J−(D+(S))
και άρα D(S) ⊆ J−(D+(S)) ∩ J+(D−(S)) =⇒ (D(S))◦ ⊆ I−(D+(S)) ∩ I+(D−(S)).
Αντίσvτροφα, έσvτω p ∈ J−(D+(S))∩J+(D−(S)). Τότε, με piαρόμοια εpiιχειρήματα όpiως σvτην αpiόδειξη του
λήμματος 7.1.1, κατασvκευάζουμε μια σvύνθετη piαρελθοντικά piροσvανατολισvμένη αιτιακή καμpiύλη αpiό το D+(S)
σvτο D−(S) η οpiοία διέρχεται αpiό το p και η οpiοία σvυνθέτει κατά τμήματα κάpiοια αpiό τις αιτιακές καμpiύλες piου
ορίζουν τα D+(S) και D−(S), και άρα το p piέφτει σvε ένα αpiό τα D+(S) και D−(S), p ∈ D+(S) ∪D−(S) =:
D(S). Εpiομένως D(S) ⊇ J−(D+(S)) ∩ J+(D−(S)) =⇒ (D(S))◦ ⊇ I−(D+(S)) ∩ I+(D−(S)).
Θεώρημα 7.1.4. H(S) = ∂D(S).
Αpiόδειξη. ∂D(S) = D(S)\(D(S))◦ = (D+(S) ∪D−(S))\(I−(D+(S)) ∩ I+(D−(S))) =
(D+(S)\I−(D+(S))) ∪ (D+(S)\I+(D−(S))) ∪ (D−(S)\I−(D+(S))) ∪ (D−(S)\I+(D−(S))) = H(S)
αφού
(D+(S))◦ ⊆ I+(S) ⊆ I+(D−(S)) ∧ S ⊆ D+(S) ⊆ D+(S) =⇒ D+(S)\I+(D−(S)) = ∂∂S ⊆ H+(S)
(D−(S))◦ ⊆ I−(S) ⊆ I−(D+(S)) ∧ S ⊆ D−(S) ⊆ D−(S) =⇒ D−(S)\I−(D+(S)) = ∂∂S ⊆ H−(S)
αφού
S◦◦ ⊆ I+(D−(S)) =⇒ D+(S) ⊆ I+(S) ∪ S ⊆ I+(D−(S)) ∪ ∂∂S
S◦◦ ⊆ I−(D+(S)) =⇒ D−(S) ⊆ I−(S) ∪ S ⊆ I−(D+(S)) ∪ ∂∂S
αpiό piρότασvη 7.1.1 και σvχόλιο piου piροηγήθηκε στην piροηγούμενη σελίδα.
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7.2 AITIOTHTA
Παρόλη τη δυνατότητα ορισvμού αιτιακής δομής σvε ένα χρονικά piροσvανατολίσvιμο χωροχρόνο, αυτό δε σvημαίνει
ότι μια piροκύpiτουσvα αιτιακή δομή δεν piεριλαμβάνει piαθολογικές κατασvτάσvεις όpiως αυτές piου piεριγράφονται
αpiο κλεισvτές αιτιακές καμpiύλες. Στην piερίpiτωσvη των κλεισvτών αιτιακών καμpiύλων, το μέλλον ῾῾σvυναντά᾿᾿ το
piαρελθόν.19 Παρόλο piου μια τέτοια piαθολογική κατάσvτασvη ίσvως να μην ήταν δόκιμο να αpiοκλεισvτεί για ένα
κοσvμολογικό μοντέλο, εντούτοις, σvε υpiοpiεριοχές του χωροχρόνου piεριμένουμε ότι piάντα η αιτιακή δομή θα είναι
αpiουσvίας τέτοιων κλεισvτών καμpiυλών. Αυτή είναι η σvυνθήκη ασvθενούς αιτιότητας, δηλαδή να μην υpiάρχουν
αρχικά/τελικά piεριοδικές αιτιακές καμpiύλες:
Ορισvμός 7.2.1 (ασθενής αιτιότητα). Ο piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Hausdorﬀ
εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T , είναι ισvχυρά αιτιακός αν και μόνο αν, κάθε
χρονικά piροσvανατολισvμένη αιτιακή καμpiύλη δεν είναι αρχικά/τελικά piεριοδική.
Λόγω της φύσvης των φωτοειδών καμpiυλών να κείτονται σvτο σvύνορο του I+(p) ενός γεγονότος p ∈ M ,
εpiιτρέpiει οριακές κατασvτάσvεις όpiου για piαράδειγμα δεν piαραβιάζεται η σvυνθήκη ασvθενούς αιτιότητας είναι όμως
αpiείρως κοντά σvτο να piαραβιασvτεί. Για piαράδειγμα μpiορεί να υpiάρχει αιτιακή καμpiύλη λ η οpiοία οριακά να
μην piαραβιάζει την ασvθενή σvυνθήκη της αιτιότητας, δηλαδή λ την piαραβιάζει. Η αpiοφυγή αυτού του είδους της
τοpiολογικά οριακής piαραβίασvης της αιτιότητας διατυpiώνεται τυpiικά με την σvυνθήκη της ισvχυρής αιτιότητας:
Ορισvμός 7.2.2 (ισχυρή αιτιότητα). Ο piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Hausdorﬀ
εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T , είναι ισvχυρά αιτιακός αν και μόνο αν, ∀p ∈ M
και ∀U ∈ $(p), ∃V ∈ β(p) τέτοιο, ώσvτε ∃I ⊆ R ανοιχτό διάσvτημα τέτοιο, ώσvτε ∀t ∈ R\I, λ(t) /∈ V . Με
άλλα λόγια, η καμpiύλη οδεύοντας σvτο μέλλον piερνάει το piολύ μια φορά αpiό μια εpiαρκώς μικρή γειτονιά κάθε
γεγονότος, δηλαδή μία φορά ∀p ∈ λ, και καμία ∀p /∈ λ.
Αυτο σvυνάδει με το piαράδειγμα piαραpiάνω, καθώς λέει ότι σvε κάθε σvημείο του χωροχρόνου, υpiάρχει γειτονιά
σvτην οpiοία μια αιτιακή καμpiύλη είναι αpiαλλαγμένη αpiό τον εαυτό της, δηλαδή ούτε κοντά της θα μpiορέσvει
να σvυναντήσvει τον εαυτό της, piαίρνοντας την κλεισvτότητα. Ακόμα και έτσvι όμως υpiάρχει ακόμα ένας οριακός
τρόpiος να piαραβιασvτεί η ισvχυρή αιτιότητα ακόμα, piου βασvίζεται piάλι σvτο γεγονός ότι οι φωτοειδείς καμpiύλες
κείτονται σvτο σvύνορο του I+(p) ενός γεγονότος p ∈ M , αλλά αυτή τη φορά η piαραβίασvη γίνεται έξω αpiο το
σvύνορο: με μια ελαφριά διαταραχή της μετρικής μpiορεί ακόμα μια μη piεριοδική καμpiύλη να κατασvτεί piεριοδική.
Λήμμα 7.2.1 (time-inﬂated metric). ΄Εσvτω χωροχρόνος M εφοδιασvμένος με τη μετρική gab. Τότε ∀ta ∈
V(1|0)M χρονοειδή διανυσvματικα piεδία,
αˆgab := gab − αgactcgbdtd = gab − αtatb
είναι μετρική του χωροχρόνου M , ιδίου signature.

























































19Se mia tètoia perÐptwsvh kleisvt c qronoeidoÔc kampÔlhc, p ∈ I+(p) opìte to I+ svuneqÐzei me akìma megalÔterh phgaÐa
epifneia pou me epagwg  telik kalÔptei ìlo to qwroqrìno, I+(p) = M . Parìlo pou o qwroqrìnoc eÐnai qronik prosvana-
tolisvmènoc, eÐnai pl rwc aitiak svundedemènoc kai gegonìta, mporoÔn na ephresvoun pareljontik gegonìta mèsvw twn mellon-
tik¸n gegonìtwn pou ephrezoun kai autì opoud pote pnw svto qwroqrìno an kai <<makrÔtera>> gegonìta, èxw apì to <mesvo>>
qronikì mèllon, mporeÐ na qreiasvtoÔn <<perisvsvìtero>> qrìno (kai q¸ro) gia na ta ftsvoun.
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Λήμμα 7.2.2. Η αντίσvτροφή της μετρικής αˆgab είναι:









b − αgbf tbtfgcg tg) = δac
quod erat demonstrandum.
Λήμμα 7.2.3. ΄Εσvτω χωροχρόνος M εφοδιασvμένος με τη μετρική gab. Τότε ∀α > 0, η μετρική
αˆgab := gab − αgactcgbdtd = gab − αtatb
῾῾φουσvκώνει᾿᾿ τον κώνο φωτός ενός γεγονότος p ∈M .
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω ca ∈ V(1|0)M φωτοειδές με τη μετρική gab. Τότε
αˆgabc
acb = gabc
acb − αgaccatcgbdcbtd < 0
αφού gabcacb = 0 αpiό υpiόθεσvη και gaccatcgbdcbtd = 〈c|t〉2 > 0.
Ορισvμός 7.2.3 (ευσταθής αιτιότητα). Ο piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνοςM Hausdorﬀ
εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T , είναι ευσvταθώς αιτιακός αν και μόνο αν ∀α > 0,
∃ta ∈ V(1|0)M χρονοειδές τέτοιο, ώσvτε ο χωροχρόνος M με τη μετρική αˆgab είναι ασvθενώς αιτιακός.
Το piαρακάτω θεώρημα, όpiως piαρατίθεται σvτο [3] είναι ισvχυρότερο, δηλαδή ισvχύει ως ισvοδυναμία. Παρόλα
αυτά, εδώ piαρατίθεται μόνο το κριτήριο για ένα χωροχρόνο να είναι αιτιακά ευσvταθής.
Θεώρημα 7.2.1. Ο piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Hausdorﬀ εφοδιασvμένος με
τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T , είναι ευσvταθώς αιτιακός αν και μόνο αν ∃f ∈ V(0|0)M τέτοιο,
ώσvτε ∇af ∈ V(1|0)M είναι piαρελθοντικά piροσvανατολισvμένο χρονοειδές.
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω α > 0 και η μετρική
αˆgab := gab − αgac∇cfgbd∇df = gab − α∇af∇bf
∀υa ∈ V(1|0)M μελλοντικά piροσvανατολισvμένο χρονοειδές,
df
dτ
:= υa∂af = gabυ
a∇bf > 0,
σvυνεpiώς η σvυνάρτησvη f είναι γνησvίως αύξουσvα, και άρα όχι piεριοδική,20 κατά μήκος κάθε μελλοντικά piροσ-
vανατολισvμένης χρονοειδούς καμpiύλης, σvυνεpiώς ο χωροχρόνος M με τη μετρική gab είναι ασvθενώς αιτιακός.
Θεωρούμε το ∇af ως διάνυσvμα οpiότε το ῾῾ταΐζουμε᾿᾿ σvτη νέα μετρική χωρίς να αλλάξουμε τη σvυνοχή.
Αφού gab∇af∇bf > 0 και άρα1− αgab∇af∇bf < 0,
αˆgab∇af∇bf = gab∇af∇bf − αgac∇af∇cfgbd∇bf∇df = (1− αgab∇af∇bf)gab∇af∇bf < 0,
σvυνεpiώς το διανυσvματικό piεδίο ∇af εξακολουθεί να είναι piαρελθοντικά piροσvανατολισvμένο χρονοειδές σvτη νέα
μετρική.
Εξάλλου αpiό λήμμα 7.2.3, το διανυσvματικό piεδίο ∇af εξακολουθεί να είναι piαρελθοντικά piροσvανατολισvμένο
χρονοειδές με τη νέα μετρική, εpiομένως εpiικαλούμενοι το ίδιο εpiιχείρημα, όpiως piαραpiάνω και σvτο [3], η
σvυνάρτησvη f είναι γνησvίως αύξουσvα κατά μήκος κάθε νέας μελλοντικά piροσvανατολισvμένης χρονοειδούς καμ-
piύλης, σvυνεpiώς ο χωροχρόνος M με τη νέα μετρική αˆgab είναι ασvθενώς αιτιακός.
20AfoÔ h f de mporeÐ na eÐnai periodik  sve mia tètoia qronoeid  kampÔlh tìte h kampÔlh de mporeÐ na eÐnai periodik  afoÔ to
pedÐo thc parametropoÐhsvhc kai ra kai thc f ◦ λ eÐnai to R.
Keflaio 8
INITIAL VALUE FORMULATION
Παρόλο piου δε φαίνεται σvτο piαρών κείμενο, υpiάρχουν κάpiοιες κλάσvεις ακριβών λύσvεων της εξίσvωσvης Einstein




Tab = ρdxadxb + P (gab + dxadxb),
ως piρος τη μετρική gab του χωροχρόνου. Η εξίσvωσvη Einstein σvε αυτή τη διατύpiωσvη έχει δύο βασvικά piροβλήματα:
1. Λύνεται ως piρος τη μετρική, η οpiοία είναι implicit τόσvο σvτον τανυσvτή Einstein Gab όσvο και σvτον τανυσvτή
τάσvης-ενέργειας-ορμής Tab. ΄Αρα δεν ισvχύει αυτο piου φαινομενικά καταλαβαίνει κανείς αpiό τη μορφή της
εξίσvωσvης, ότι δηλαδή ο τανυσvτής τάσvης-ενέργειας-ορμής αpiοτελεί input σvτην εξίσvωσvη Einstein. Αυτό
είναι φυσvικό καθώς η κατανομή μάζας piου piεριγράφεται αpiό τον τανυσvτή τάσvης-ενέργειας-ορμής ορίζεται
piάνω σvτο υpiόβαθρο του χωροχρόνου και άρα εξαρτάται άμεσvα αpiό το gab.
2. Η εξίσvωσvη Einstein λύνεται για όλο το χωροχρόνο κάτι piου είναι φυσvικά αpiρόσvιτο. Πράγματι, μια piλήρης
λύσvη θα ήταν ικανή να piροβλέψει τα piάντα μέσvα σvτο σvύμpiαν θεωρητικά, και οι ακριβείς λύσvεις piου
υpiάρχουν αυτο ακριβώς κάνουν, μόνο piου είναι για τόσvο αpiλά σvυσvτήματα και με σvυμμετρίες piου δύσvκολα
έρχεται σvε αντισvτοιχία με piραγματικά σvυσvτήματα.1 Το σvημαντικότερο όμως είναι ότι οpiοιαδήpiοτε λύσvη
piου δίνεται υpiό αυτή τη μορφή δεν μpiορεί να ελεγχθεί άμεσvα αφού δεν υpiάρχει έλεγχος ως piρος το input.
Αυτά τα δύο σvημεία είναι κομμάτι του χαρακτήρα piου piρέpiει και έχει μια φυσvική θεωρία: δυνατότητα ελέγχου και
piεριγραφή μιας μεγάλης γκάμας φαινομένων. Αν είναι δυνατό να piαράγουμε λύσvεις για σvυσvτήματα αpiό σvυνθήκες
piου καθορίζονται piειραματικά ή/και (μάλλον piιο piολύ) piαρατηρησvιακά, ώσvτε να είναι ελέγξιμες (οι λύσvεις) και
ταυτόχρονα να piροβλέpiουν την εξέλιξή των σvυσvτημάτων σvτο χρόνο, η θεωρία της γενικής σvχετικότητας είναι μια
φυσvική θεωρία. Αυτό είναι το piρόβλημα αρχικών τιμών σvτη θεωρία της γενικής σvχετικότητας, και το τελευταίο
και σvημαντικότερο κεφάλαιο αυτής της διατριβής αφορά την τοpiοθέτησvη του piροβλήματος για την γενική θεωρία
της σvχετικότητας. Ακολουθείται σvε μεγάλο βαθμό η σvυλλογισvτική του Wald, [3].
8.1 GENIKA
Στη φυσvική, οι piερισvσvότερες θεωρίες (piρέpiει να) διατυpiώνονται σvε ένα piρόβλημα αρχικών τιμών αpiό το σvύσvτημα
σvυνήθων διαφορικών εξισvώσvεων ως piρος το χρόνο της κλασvικής μηχανικής σvτο σvύσvτημα μερικών διαφορικών
εξισvώσvεων της κλασvικής θεωρίας piεδίου. Μένοντας σvτο δεύτερο διατυpiώνουμε αναλυτικά το piρόβλημα:





1Oi lÔsveic gia kosvmologik montèla èqoun mia svÔndesvh me parathr sveic (Hubble: redshift) ìmwc aforoÔn mìno to svunolikì
upìbajro tou svÔmpantoc kai pli me meglec prosveggÐsveic wc proc to <<perieqìmenì>> tou.
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η οpiοία οδηγεί σvυνήθως σvε ένα σvύσvτημα μερικών διαφορικών εξισvώσvεων δεύτερης τάξης ως piρος τα piεδία φi.
Εφοδιασvμένο piάντα με τις κατάλληλες αρχικές-σvυνοριακές σvυνθήκες, το σvύσvτημα αυτό εξισvώσvεων δίνει μοναδική
λύσvη γύρω αpiο κάθε σvημείο.2 Συνήθως το μόνο εpiιpiλέον piου αpiαιτείται είναι οι λύσvεις να μεταβάλλονται με
σvυνεχή τουλάχισvτον τρόpiο με τις αρχικές σvυνθήκες, διαφορετικά οι αρχικές σvυνθήκες είναι μετρήσvιμες με
piεpiερασvμένη ακρίβεια, piου σvημαίνει ότι η θεωρία piου υpiοθάλpiει το σvυγκεκριμένο σvύσvτημα χάνει την ικανότητα
piροβλεψιμότητας αpiό ένα σvημείο και μετά, αλλάζουμε δηλαδή φυσvική. Ισvχύει το piαρακάτω γενικό θεώρημα για
τέτοια σvυσvτήματα:
Θεώρημα 8.1.1 (Θεώρημα Cauchy-Kowalewski). Κάθε σvύσvτημα μερικών διαφορικών δεύτερης τάξης της
μορφής3
∂t∂tφi = Fi(t, x
µ;φi; ∂tφi, ∂µφi; ∂t∂µφi, ∂µ∂νφi)
όpiου Fi ∈ Cω, εφοδιασvμένο με αναλυτικές αρχικές σvυνθήκες φi(t0, xµ) := fi(xµ) και ∂tφi(t0;xµ) := gi(xµ),
έχει τοpiική αναλυτική λύσvη, δηλαδή ∃O ∈ T (Σt=t0) (ανοικτό piάνω σvτην υpiερεpiιφάνεια αρχικών σvυνθηκών
t = t0) τέτοιο, ώσvτε το piαραpiάνω σvύσvτημα μερικών διαφορικών εξισvώσvεων δεύτερης τάξης με τις δεδομένες
αναλυτικές αρχικές σvυνθήκες έχει μοναδική αναλυτική λύσvη σvτο O.
Ο piεριορισvμός σvε αναλυτικές σvυνθήκες είναι ισvχυρός εν γένει αλλά όχι τόσvο ώσvτε να piαρεμβαίνει σvτις
piερισvσvότερες κλασvικές θεωρίες. Στη σvχετικότητα όμως piαραβιάζεται η αιτιότητα του χωροχρόνου, και αυτό γιατί
οι αναλυτικές σvυναρτήσvεις γράφονται ως ανάpiτυγμα γύρω αpiό ένα σvημείο p, οpiότε αν αλλάξουν με σvυνεχή τρόpiο
οι σvυνοριακές σvυνθήκες τοpiικά σvε ένα O ∈ $(p), τότε αλλάζει όλη η σvυνάρτησvη μέσvα σvτην ακτίνα σvύγκλισvης
η οpiοία είναι εξ΄ ορισvμού όλο το piεδίο ορισvμού για τις αναλυτικές σvυναρτήσvεις. Αφού οι σvυνοριακές σvυνθήκες
είναι σvε μονοσvήμαντη αντισvτοιχία με τις λύσvεις αυτό σvημαίνει ότι με μια τοpiική αλλαγή έχουμε εpiηρεάσvει την
ολική λύσvη όσvο χρονικά κοντά θέλουμε κάτι piου piαραβιάζει την αιτιότητα του χωροχρόνου, υpiό την έννοια ότι
γεγονότα piου είναι χωροειδή ως piρος ένα γεγονός p, δε μpiορούν να εpiηρεασvτούν αpiό το p.
Συγκεκριμένα έχουμε το εξής για μια οpiοιαδήpiοτε χωροειδή υpiερεpiιφάνεια:4
Εικασvία 8.1.1 (αιτιότητα). Για ένα υpiοσvύνολο S γεγονότων μιας υpiερεpiιφάνειας Σ του χωροχρόνου M :
• Αλλαγές μέσvα σvτο S εpiηρεάζονται το piολύ αpiό το αιτιακό piαρελθόν του, J−(S).
• Αλλαγές έξω αpiό το S δεν εpiηρεάζουν το D+(S).
Η σvυνέχεια λύσvεων - αρχικών σvυνθηκών και η αιτιότητα είναι αναγκαίες σvυνθήκες για την καλή τοpiοθέτησvη
του piροβλήματος Cauchy της γενικής σvχετικότητας. Είδαμε ότι το θεώρημα 8.1.1 δε καλύpiτει την αιτιότητα,
όμως κατά τα άλλα, μέχρι ακόμα και διαφορίσvιμες αρχικές σvυνθήκες εpiιτρέpiουν την τμηματική αλλαγή τους και
με κατάλληλη τοpiολογία σvτο χώρο των λύσvεων μpiορούμε να διασvφαλίσvουμε τόσvο την σvυνέχεια όσvο και την
αιτιότητα.5
Ορισvμός 8.1.1 (εpiιφάνεια Cauchy). ΄Εσvτω piαρασvυμpiαγής χρονικά piροσvανατολίσvιμος χωροχρόνος M Haus-
dorﬀ εφοδιασvμένος με τη μετρική gab και την κανονική τοpiολογία T . Μια κλεισvτή άχρονη εpiιφάνεια Σ ⊆ M6
είναι υpiερεpiιφάνεια Cauchy αν και μόνο αν M = D(Σ).
Spacetime M is said to be globally hyperbolic if and only if it admits a Cauchy hypersurface Σ.
Με λίγα λόγια, ο ορισvμός 8.1.1 λέει ότι ο ολόκληρος ο χωροχρόνος είναι αιτιακά σvυνδεδεμένος με την άχρονη
υpiερεpiιφάνεια γεγονότων Σ. Βέβαια, αν η υpiερεpiιφάνεια Σ είναι εpiιpiλέον χωροειδής τότε ακόμα καλύτερα. Αλλά
το piρόβλημα Cauchy αφορά χρονική εξέλιξη εpiομένως άχρονη είναι αρκετό.
2Sta svunhjèsvtera probl mata h lÔsvh eÐnai global.
3x0 ≡ t, ∂0 ≡ ∂t µ, ν = 1, 2, 3.
4Mia qwroeid c uperepifneia S eÐnai mia qronh uperepifneia me thn isvqurìterh apaÐthsvh J+(S) ∩ S = ∅.
5Me analutikèc svunoriakèc svunj kec, gia kamÐa topologÐa svto q¸ro twn lÔsvewn de mporoÔsvame na diasvfalÐsvoume thn aitiìth-
ta, profan¸c, afoÔ h amfimonosv manth antisvtoiqÐa lÔsvewn - arqik¸n svunjhk¸n exakoloujeÐ na isvqÔei.
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Λήμμα 8.1.1. Αν M σvυνεκτικός, τότε Σ είναι υpiερεpiιφάνεια Cauchy αν και μόνο αν H(Σ) ≡ ∂D(Σ) = ∅.
Αpiόδειξη. Πράγματι, τα μόνα υpiοσvύνολα σvυνεκτικού χώρου με κενό σvύνορο είναι το ∅ και το M , εpiομένως η
σvυνθήκη για σvυνεκτικούς χωροχρόνους είναι M = D(Σ)⇐⇒ ∂D(Σ) = ∅.
Γενικά piεριμένουμε ότι ένας φυσvιολογικός χωροχρόνος θα είναι σvυνεκτικός, διαφορετικά θα αpiοτελείται
αpiό μεγισvτικές σvυνεκτικές σvυνισvτώσvες piου θα διαχωρίζουν το χωροχρόνο εpiί της ουσvίας, κάτι το οpiοίο δεν
είναι αναγκαίο εν γένει. Αλλά αυτό αφήνεται ελεύθερο να υpiοτεθεί σvτις piεριpiτώσvεις μόνο piου θα χρειασvτεί αν
χρειασvτεί. Με αυτό το σvκεpiτικό, βλέpiουμε piως ∀S ⊆M κλεισvτό άχρονο, (D(S))◦ είναι σvυνεκτική σvυνισvτώσvα
του χωροχρόνου και άρα αφού λείpiει το σvύνορο, με βάσvη το λήμμα 8.1.1 εφαρμοσvμένο σvτη σvχετική τοpiολογία,
το (D(S))◦ είναι μια υpiερβολική piεριοχή του χωροχρόνου. ΄Ετσvι χωρίς βλάβη της γενικότητας θα υpiοθέτουμε
ότι ο χωροχρόνος είναι υpiερβολικός (όχι αpiλά τοpiικά υpiερβολικός).
Εpiομένως, φαίνεται ότι μια εpiιφάνεια Cauchy είναι piιθανή υpiοψήφια για τις αρχικές σvυνθήκες του piροβλήμα-
τος Cauchy,7 καθώς piληρεί την αpiαίτησvη piερί αιτιότητας. Η εντύpiωσvη αυτή ισvχυροpiοιείται αpiό το εξής ισvχυρό
θεώρημα:
Θεώρημα 8.1.2. ΄Ενας υpiερβολικός χωροχρόνοςM εφοδιασvμένος με τη μετρική gab είναι ευσvταθώς αιτιακός.
Εpiιpiλέον, οι ισvοσvταθμικές της σvυνάρτησvης f του θεωρήματος 7.2.1 είναι υpiερεpiιφάνειες Cauchy.
Αυτό το θεώρημα είναι piολύ ισvχυρό και λέει piρακτικά ότι ο χωροχρόνος έχει σvτρωματώδη υφή, δηλαδή
την τοpiολογία του R × Σt, ∀t ∈ R, όpiου Σt σvυμβολίζεται η (Cauchy) ισvοσvταθμική f(p) = t. Εpiομένως, αpiό
τη σvτιγμή piου η f του θεωρήματος είναι αύξουσvα κατά μήκος μελλοντικά piροσvανατολισvμένων καμpiυλών και
διαφορίσvιμη, θα είναι γνησvίως αύξουσvα κατά μήκος καμpiυλών piου διατρέχουν κάθετα τις ισvοσvταθμικές, δηλαδή
η f δίνει μια έννοια piαγκόσvμιου χρόνου και την εξέλιξη μιας εpiιφάνειας Cauchy σvε υpiερβολικούς χωροχρόνους.
Ισvχύουν τα piαρακάτω γενικά θεωρήματα για σvυσvτήματα βαθμωτών piεδίων:
Θεώρημα 8.1.3. ΄Εσvτω υpiερβολικός χωροχρόνοςM μετρικής gab και Σ μια διαφορίσvιμη χωροειδής εpiιφάνεια
του. Τότε το γραμμικό, διαγώνιο υpiερβολικό σvύσvτημα μερικών διαφορικών εξισvώσvεων δεύτερης τάξης βα-








Bijφj + Ci = 0
εφοδιασvμένο με τις διαφορίσvιμες αρχικές σvυνθήκες φi και na∇aφi, όpiου na ⊥ Σ, αpiοτελεί καλά τοpiοθετημένο
piρόβλημα Cauchy με σvυνέχεια και αιτιότητα αρχικών σvυνθηκών - λύσvεων όpiως piεριγράφονται σvτην ενότητα
8.1.
Θεώρημα 8.1.4. ΄Εσvτω υpiερβολικός χωροχρόνοςM μετρικής gab και Σ μια διαφορίσvιμη χωροειδής εpiιφάνεια
του. ΄Εσvτω το σvχεδόν γραμμικό, διαγώνιο υpiερβολικό σvύσvτημα μερικών διαφορικών εξισvώσvεων δεύτερης τάξης
βαθμωτών piεδίων {φi}i, της μορφής
φi = Fi, Fi : V(0|0)M × V(0|1)M −→ V(0|0)M
ή piοιο piαρασvτατικά
gab(φj |∇cφj)∇a(φj |∇cφj)∇b(φj |∇cφj)φi = Fi(φj |∇cφj) (8.1.1)
όpiου φαίνεται η εξάρτησvη της μετρικής (και άρα και της σvυνοχής Levi-Civita8) τόσvο και αpiό τα άγνωσvτα piεδία,
και μιά λύσvη του (φ0)i τέτοια, ώσvτε M εφοδιασvμένος με τη μετρική
(g0)ab = gab((φ0)i|∇c(φ0)i)
να είναι υpiερβολικός. ΄Εσvτω διαφορίσvιμη χωροειδής ως piρος τη μετρικη (g0)ab υpiερεpiιφάνεια Cauchy Σ. Τότε,
εφοδιασvμένο με αρχικες σvυνθήκες εpiαρκώς κοντά9 σvε αυτές της λύσvης (φ0)i, ∃O ∈ T με O∩Σ 6= ∅, σvτο οpiοίο
το piαραpiάνω σvύσvτημα έχει καλά τοpiοθετημένο piρόβλημα Cauchy με τις αpiαιτήσvεις σvυνέχειας και αιτιότητας
και O εφοσvιασvμένο με τη μετρική gab αντίσvτοιχη της λύσvης είναι υpiερβολικό.
7Gi' auto kai h svunwnumÐa llwsvte...
8enìthta 5.2 sth selÐda 45
9Me poia nìrma   topologia pnw svto q¸ro twn arqik¸n svunjhk¸n ennoeÐtai h eggÔthta ed¸ ìsvo kai gia to poia eÐnai h
svunj kh eggÔthtac eÐnai asvafèc. 'Isvwc svto [4], keflaio 7, enìthtec 7.3 - 7.4, na uprqoun leptomèreiec, all eÐnai ektoc tou
svkopoÔ aut c thc svÔnoyhc.
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Το θεώρημα 8.1.3 διασvφαλίζει τον φορμαλισvμό αρχικών τιμών μιας γραμμικής βαθμωτής θεωρίας piεδίου
δεύτερης τάξης, σvε καμpiύλο (υpiερβολικό) χωροχρόνο. Το θεώρημα 8.1.4 μας διασvφαλίζει ότι σvε σvχεδόν γραμ-
μικά, διαγώνια υpiερβολικά σvυσvτήματα, μpiορούμε piάντα να βρούμε τοpiική λύσvη με αρχικές σvυνθήκες κοντά σvε
αυτές γνωσvτής λύσvης. Εδώ σvυνήθως υpiοτίθεται μια λύσvη υpiοβάθρου η οpiοία είναι εύκολο να εξαχθεί. Πα-
ραδειγμα αpiοτελεί η εpiιλογή της εpiίpiεδης μετρικής Minkowski, όpiου διασvφαλίζεται ο φορμαλισvμός αρχικών
τιμών του σvυσvτήματος για διαταραχές γύρω αpiο αυτήν.
8.2 TO PROBLHMA CAUCHY (JEMELIWSH)
΄Εσvτω (piαρασvυμpiαγής) υpiερβολικός χωροχρόνοςM (Hausdorﬀ) (αιτιακά ευσvταθής εφοδιασvμένος με τη μετρική




Πρότασvη 8.2.1.1. Η ψευδοRiemannια μετρική gab του χωροχρόνου M εpiάγει μια Riemannια μετρική gab
σvτην υpiερεpiιφάνεια Σt, ∀t ∈ R.
Δηλαδή η χωροειδής υpiερεpiιφάνεια Σt είναι χωρικής φύσvεως ∀t ∈ R.
Αpiόδειξη. ΄Εσvτω na ∈ V(0|1)M το μοναδιαίο κάθετο διανυσvματικό piεδίο σvτις υpiερεpiιφάνειες Σt, na = (∂t)a =
(dt)a αν ληφθούν Gaussianές σvυντεταγμένες10. Εδώ αμέσvως φαίνεται ένα piρόβλημα. Για να υφίσvταται κάθετο
piεδίο ακόμα και με ψευδοRiemannια μετρική, piρέpiει η υpiοpiολλαpiλότητα Σt να είναι τουλάχισvτον C2 ∀t ∈ R,
έτσvι ώσvτε να ορίζονται τα εφαpiτόμενα διανύσvματα piάνω σvτην Σt και κατά σvυνέpiεια η καθετότητα. ΄Ομως το
θεώρημα 7.1.1 μας εξασvφαλίζει μόνο σvυνέχεια. Η διαφορισvιμότητα piροκύpiτει αpiό την ευσvταθή αιτιότητα των
υpiερβολικών χωροχρόνων αpiο το γεγονός ότι υpiάρχει το ∂at αpiό θεώρημα 8.1.211 και μάλισvτα είναι και το
ζητούμενο διανυσvματικό piεδίο, κάθετο σvτις ισvοσvταθμικές Σt, δηλαδή gabυa∂bt = υa∂at = 0, ∀υa ∈ V(1|0)Σt
και ∀t ∈ R.
Ισvχυρισvμός. Η μετρική
gab = gab + nanb, na := ∇at ≡ ∂at





b = ‖n‖2 + ‖n‖4 = −1 + 1 = 0, δηλαδή η μετρική gab piροβάλει τα





b ≥ 0. Εδώ εντοpiίζεται ακόμα ένα piρόβλημα: αν δε διασvφαλίσvουμε ότι
τα υa είναι χωροειδή τότε αpiοτυγχάνει η gab αpiό το να είναι Riemannια μετρική. Αυτό διασvφαλίζεται αpiό το
γεγονός ότι υa σvε ένα σvημείο είναι κάθετο σvτο χρονοειδές διάνυσvμα ∇at σvτον εφαpiτόμενο χώρο Minkowski
και άρα χωροειδές.
Λήμμα 8.2.1.1. Η μετρική gab piροβάλει τανυσvτές του χωροχρόνου M σvε χωρικούς τανυσvτές της υpi-
ερεpiιφάνειας Cauchy Σt, ∀t ∈ R.










cnd = −1. Το αpiοτέλεσvμα γενικεύεται εύκολα σvτους τανυσvτές:
T a1...akb1...bl = g
ai









10orisvmìc 5.2.2.1.2 sth selÐda 49
11De xeqnme ìti drsvh svunalloi¸tou parag¸gou sve bajmwtì isvoÔtai me drsvh svun jouc parag¸gou.
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Πόρισvμα 8.2.1.1. Ο τελεσvτής piαραγώγου
∇c : V(k|l)Σt −→ V(k|l+1)Σt : T a1...akb1...bl 7→∇cT a1...akb1...bl := gaidi . . . gaidig eibi . . . g eibi g fc ∇fT d1...dke1...el
piου ορίζεται αpiό τον εpiαγόμενο αpiό τη σvυνοχή Levi-Civita τελεσvτή piαραγώγου ∇c του χωροχρόνου, εpiάγεται
αpiό τη σvυνοχή Levi-Civita της υpiερεpiιφάνειας Cauchy Σt, ∀t ∈ R.
Αpiόδειξη. Πράγματι,
∇agbc = g da g eb g fc ∇d(gef + nenf ) = g da g eb g fc (∇dnenf + ne∇dnf ) = 0
αpiό ∇agbc = 0 και g ba nb = 0.
Σχόλιο. Μετά αpiό όλους τους ορισvμούς και τα αpiοτελέσvματα piου αφορούν τους ῾ἱσvοpiεδωμένους᾿᾿ τανυσvτές, η
σvύμβασvη piου ακολουθήθηκε και θα ακολουθείται και σvτο εξής είναι, οι piροβαλλόμενοι τανυσvτές να γράφονται
με bold symbol .
8.2.1.1 Congruence.
Μέχρι τώρα έχει εpiιτευχθεί η αρχικοpiοίησvη σvτης μετρικής, ή το χωρικό της κομμάτι κατά κάpiοιο τρόpiο μιας
και αυτο είναι piου θα μpiορούσvαμε εν δυνάμει να μετρηθεί άμεσvα. Πρακτικά όμως αpiλά έγινε ο διαχωρισvμός
του χώρου αpiό το χρόνο σvτη μετρική έτσvι ώσvτε αυτή να γραφτεί σvαν εξελισvσvόμενη piοσvότητα, gab(t). Οι
ανεξάρτητες piαράμετροι της χρονικά εξελισvσvόμενης χωρικής μετρικής αυτής είναι 6 και όχι οι 10 της αρχικής
μετρικής, αφού ως piροβολικός τανυσvτής έχει χάσvει βαθμούς ελευθερίας. Παρόλα αυτά η piληροφορία για το
υpiόλοιpiο της μετρικής βρίσvκεται σvτη χρονική εξέλιξή του χωρικού κομματιού.
Εpiομένως, η μετρική έχει αρχικοpiοιηθεί. ΄Οpiως φαίνεται και σvτην εpiόμενη υpiοενότητα οι εξισvώσvεις για
τις σvυνισvτώσvες της μετρικής είναι δευτέρου βαθμού εpiομένως χρειάζεται και η αρχικοpiοίησvη της ῾῾ταχύτητας᾿᾿
εξέλιξης της μετρικής.
Ορισvμός 8.2.1 (εξωτερική καμpiυλότητα). ΄Εσvτω μελλοντικά piροσvανατολισvμένο χρονοειδές γεωδαισvιακό12
piεδίο ξa piάνω σvτον υpiερβολικό χωροχρόνο M κάθετο σvε μια υpiερεpiιφάνεια Cauchy Σ. Η εξωτερική καμ-
piυλότητα της υpiερεpiιφάνειας Σ ορίζεται (και υpiολογίζεται piάνω σvτη Σ) ως:
Kab = ∇aξb
Ειδικότερα, μια hypersurface normal δέσvμη καμpiυλών αpiό piόρισvμα του θεωρήματος Frobenius αpiοδεικνύεται
ότι δεν έχει σvτρέψη piου εν γένει σvημαίνει ότι ο τανυσvτής Kab είναι σvυμμετρικός. Στην piερίpiτωσvη αυτή:
Kab = ∇(aξb) = 1
2
£ξgab














Ο ορισvμός είναι καλός υpiό την έννοια ότι το αpiοτέλεσvμα είναι ανεξάρτητο αpiό το μελλοντικά piροσvανα-
τολισvμένο χρονοειδές γεωδαισvιακό14 piεδίο ξa. Στην piραγματικότητα υpiολογίζεται για οpiοιοδήpiοτε μελλοντικά
piροσvανατολισvμένο χρονοειδές piεδίο κάθετο σvτη Σ αφού δεν σvυνεισvφέρει κάτι σvτην piροβαλλόμενη σvυναλλοίωτη
piαράγωγο. Αυτό φαίνεται αξιοpiοιώντας τη piροβαλλόμενη μετρική.
Πράγματι:
g ca ∇cnb = (g ca + nanc)∇cnb = g ca ∇cnb + nanc∇cnb = ∇anb + nanc∇cnb
g cb ∇cna = (g cb + nbnc)∇cna = g cb ∇cna + nbnc∇cna = ∇bna + nbnc∇cna
12Dhlad  oi oloklhrwtikèc kampÔlec tou ξa eÐnai gewdaisviakèc tou M .
13orisvmìc 1.6.2 kai upoenìthta 5.2.1 sth selÐda 46
14Dhlad  oi oloklhrwtikèc kampÔlec tou ξa eÐnai gewdaisviakèc tou M .
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οpiότε:
£ngab = n
c∇cgab + gcb∇anc + gac∇bnc = nc∇c(gab + nanb) + (gcb + ncnb)∇anc + (gac + nanc)∇bnc =
= nc∇cgab + nc∇c(nanb) + gcb∇anc + ncnb∇anc + gac∇bnc + nanc∇bnc =
= nc∇cnanb + nanc∇cnb +∇anb + ncnb∇anc +∇bna + nanc∇bnc
Γενικά, για το κανονικοpiοιημένο χρονοειδές piεδίο na ισvχύει
gabn




οpiότε £ngab = ∇anb + nc∇cnanb +∇bna + nanc∇cnb = g ca ∇cnb + g cb ∇cna = 2g c(a ∇|c|nb) =∇(anb):




Ο λόγος για τον οpiοίο ορίσvτηκε η εξωτερική καμpiυλότητα υpiερεpiιφάνειας μιας piολλαpiλότητας είναι ότι σvε
αντίθεσvη με τη piαράγωγο κατά τη χρονική διεύθυνσvη της μετρικής, η εξωτερική καμpiυλότητα είναι διαφορομορ-
φικά σvυναλλοίωτη15.
Είναι σvημαντικό να τονισvτεί ότι οι piροβαλλόμενοι τανυσvτές έχουν μεν διασvτατικότητα 4 σvτους δείκτες,
είναι όμως ουσvιωδώς χωρικοί δε, δηλαδή, μη αναφερόμενοι σvε μηδενικές σvυνισvτώσvες, οι δείκτες είναι piρακτικά
διασvτατικότητας 3. Αυτή η τετριμμένη εpiέκτασvη των χωρικών τανυσvτών μας εpiιτρέpiει να τελούμε piράξεις μεταξύ
των και χωροχρονικών τανυσvτών.
8.2.2 Oi exisv¸sveic exèlixhc.
Στο κεφάλαιο 6 στη σελίδα 57 εξήχθησvαν τα εξής αpiοτελέσvματα σvε δεδομένο σvύσvτημα σvυντεταγμένων:





gα(∂β∂δgγ − ∂β∂gγδ − ∂γ∂δgν + ∂γ∂gβδ) (8.2.1)







gµν(∂µ∂ν gαβ + ∂α∂βgµν − 2∂ν∂(αgβ)µ) (8.2.2)









gµνgσρ(∂σ∂ρgµν − ∂ρ∂µgνσ) (8.2.3)




















Ο τανυσvτής Einstein όpiως και η μετρική είναι σvυμμετρικός, και άρα αpiό τη piαραpiάνω σvχέσvη εξάγονται 10
ανεξάρτητες εξισvώσvεις:






















Είναι ένα καλό σvημείο να εpiισvημανθεί ότι οι εξίσvωσvη Einstein με ύλη δεν έχει piάντα καλά τοpiοθετημένο
piρόβλημα Cauchy. Αυτό θα διασvαφηνίσvτει αργότερα. Για την ώρα θα δουλέψουμε με τις εξισvώσvεις κενού,∑
β
Gαβn







β Gγδ = 0.
Φυσvικά, σvτο κενό Gab = Rab, piαρόλα αυτά κρατάμε το Gabόpiου μpiορούμε καθώς piολλές ταυτότητες ισvχύουν
για το Gab γενικότερα.
15generally covariant: metasvqhmatÐzetai ìpwc ènac tanusvt c.
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8.2.2.1 Περιορισvμοί σvτις αρχικές σvυνθήκες.




δε piεριέχουν χρονικές piαραγώγους δεύτερης τάξης ως piρος οpiοιαδήpiοτε σvυνισvτώσvα της μετρικής.
΄Ενα piρόβλημα αρχικών τιμών δεύτερης τάξης ξεκινάει αpiο τη χρονική piαράγωγο δεύτερης τάξης, οpiοιεσvδή-
piοτε χαμηλότερης τάξης ή άλλου τύpiου μερικές piαράγωγοι, αφορούν το input του piροβλήματος, εν piροκειμένω,
τις αρχικές σvυνθήκες.16 Είναι οι piεριορισvμοί piου piρέpiει να ικανοpiοιούν οι αρχικές σvυνθήκες για να αντισvτοιχούν
σvε λύσvη σvτο εν λόγω piρόβλημα, βλέpiε [3] για μια αυσvτηρή αναλογική αντισvτοίχησvη μεταξύ ηλεκτρομαγνητισvμού
και γενικής σvχετικότητας κενού.
Διαμελίζονταν το σvύσvτημα των τεσvσvάρων αυτών εξισvώσvεων σvε τρεις χωρικές και μία χρονική, έχουμε
αντίσvτοιχα:
Gabn
b = 0⇐⇒ g ca Gcbnb = 0 ∧Gabnanb = 0
Κάνουμε μια εξαίρεσvη σvτο φορμαλισvμό και σvημειώνουμε με bold το αντίσvτοιχο τανυσvτή σvτη Σ αντί για τον
piροβαλλόμενο τανυσvτή αpiό τον χωροχρόνο, αναφερόμενοι σvυγκεκριμένα σvτον τανυσvτή Riemann ή/και τα σvύμ-
βολα Christoﬀel.
Λήμμα 8.2.2.1.1 (σχέσεις Gauss-Codacci). ΄Εσvτω Rabcd ο τανυσvτής Riemann της υpiερεpiιφάνειας Cauchy















−Rbdnd =∇aKab −∇bK = −g cb Rcdnd
























































b ∇dgec = g da g eb ∇d(gec + nenc) = g da g eb ∇dg ce︸ ︷︷ ︸
=0
+ g eb g
d







b ne︸ ︷︷ ︸
=0
∇dnc = Kabnc,
g ca nb∇cυb = g ca ∇c(nbυb)︸ ︷︷ ︸
=0





16Autì eÐnai eÔkola katanohtì afoÔ apì to pool twn pedÐwn kai twn merik¸n parag¸gwn touc, ta pnta eÐnai eleÔjera mèqri
pou na emfanisvteÐ h pr¸th exrthsvh. kai autì gÐnetai me th diaforik  exÐsvwsvh pou svundèei deÔterh qronik  pargwgo me deÔterec
qwrikèc parag¸gouc kai ta pnta apo kat¸terec txhc. Epomènwc opoiesvd pote exisv¸sveic pou svundèoun opoiad pote apo ta
teleutaÐa, eÐnai periorisvmoÐ twn arqik¸n svunjhk¸n kai kat' epèktasvh twn lÔsvewn thc diaforik  exÐsvwsvhc afoÔ mình thc mazÐ me
tic arqikèc svunj kec arkoÔn gia to monosv manto prosvdiorisvmì lÔsvhc sve èna kal topojethmèno prìblhma Cauchy.
17H diatÔpwsvh eÐnai dìkimh afoÔ oi uperepifneiec Cauchy svundèontai me mia monoparametrikh omda diaforomorfisvm¸n,  toi
diaforik  ro , blèpe enìthta 1.6 sth selÐda 22.
18upì th sviwphl  upìjesvh ìti oi Σt eÐnai diaforikèc, ìqi apl svuneq c, thn toulqisvton mìno twn opoÐwn mac diasvfalÐzei to
je¸rhma 7.1.2 sth selÐda 68.
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Εpiιpiλέον, Kab = g
acKcb = Kbcg
ca = K ab οpiότε:
∇aKab −∇bK = ∇a∇bna −∇b∇ana(= −Rbdnd) (8.2.6)
= g cb ∇a∇cna − g ca ∇b∇cna
= g da g
c
b ∇d∇cna − g db g ca ∇d∇cna









e + g db nan
cRacden
e
= −g db Rcdnd + g db nancRacdene︸ ︷︷ ︸
=0
(8.2.7)
Θεώρημα 8.2.2.1.1 (piεριορισμοί αρχικών συνθηκών). Οι piεριορισvμοί σvτις αρχικές σvυνθήκες μpiορούν να
piάρουν την γενικά σvυναλλοίωτη (και piραγματικού piεριορισvμού αρχικών σvυνθηκών) μορφή:
1
2
(R+KK −KabKab) = 0 και ∇aKab −∇bK = 0
Αpiόδειξη. Οι piρος αpiόδειξη εξισvώσvεις αντιpiροσvωpiεύουν το χωρισvμό των τεσvσvάρων piεριορισvμών αρχικών σvυν-













anb = 0 και g ca Gcbn
b = 0
















d Refgh = Rabcd +KacKbd −KabKcd =⇒
g ea g
acg gc︸ ︷︷ ︸
geg
g fb g




acgbdKacKbd − gacgbdKabKcd =⇒













Για τις χωρικές, έχουμε ότι:
g ca Gcbn
b = g ca Rcbn
b =∇bKba −∇aK,
όpiου g ca gcbn
b = g ca nc = 0.
8.2.2.2 Εpiιλογή βαθμίδας.
Αpiοδεικνύεται, σvτα piλαίσvια της θεωρίας των μερικών διαφορικών εξισvώσvεων, ότι αν οι piεριορισvτικές εξισvώσvεις
ισvχύουν σvε μια αρχική υpiερεpiιφάνεια Cauchy τότε ισvχύουν σvε κάθε υpiερεpiιφάνεια της διασvτρωμάτωσvης του
χωροχρόνου. Αυτό διασvφαλίζεται αpiό τη 2h ταυτότητα Bianchi19,
∇aGab = 0,
19exÐsvwsvh (6.0.2), blèpe keflaio 6 genikìtera.
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μαζί με τις υpiόλοιpiες εξισvώσvεις εξέλιξης, οι οpiοίες μηδενίζουν τις χωρικες σvυνισvτώσvες του τανυσvτή Einstein,
Gαβ = 0, ∀α, β > 0,
και άρα, σvτο κενό, η ταυτότητα ανάγεται σvε μια γραμμική ομογενής μερική διαφορική εξίσvωσvη ως piρος τις
μία χρονικη και τρεις μεικτές σvυνισvτώσvες. Πράγματι, με βάσvη τα piαραpiάνω, μόνο οι 6 χωρικές εξισvώσvεις του
Einstein είναι piραγματικές εξισvώσvεις εξέλιξης της μετρικής. Εpiομένως έχουμε 4 βαθμούς ελευθερίας βαθμίδας
οι οpiοίοι κατ΄ αναλογια με τον ηλεκτρομαγνιτισvμό, δεν είναι φυσvική ελευθερία, αλλά μαθηματικη αpiροσvδιορισvτία
των λύσvεων η οpiοία είναι σvυνιφασvμένη με την ομοιότητα διαφορομορφικών λύσvεων τις μετρικής. Υpiό την
υpiόδειξη του Wald ([3]), εpiιλέγουμε τη βαθμίδα για την οpiοία:
xβ = 0, όpiου  ≡ gab∇a∇b (8.2.8)
Η εpiιλογή για κάθε τοpiικό χάρτη είναι δυνατή, αφού οι εξισvώσvεις (8.2.8) αpiοτελούν ένα υpiερβολικό γραμ-
μικό σvύσvτημα μερικών διαφορικων εξισvώσvεων και αpiοτελεί καλά τοpiοθετημένο piρόβλημα Cauchy. Ισvχύουν τα
piαρακάτω θεωρήματα ([3]):
Η σvυνθήκης βαθμίδας (8.2.8) αφορά σvυγκεκριμενοpiοίησvη σvυσvτήματος σvυντεταγμένων, και άρα εφαρμόζεται
piάντα σvε δεδομένο σvύσvτημα σvυντεταγμένων. Εpiομένως, αντιμετωpiίζουμε κάθε εξίσvωσvη βαθμίδας χωρισvτά































Αναγράφουμε τους όρους δέυτερης τάξης ως piρος τη μετρική του αναpiτύγματος (8.2.2) του τανυσvτή Ricci ώσvτε
να εμφανισvτούν όροι piου piειέχονται σvτο ανάpiτυγμα του xb ως piρος τη μετρική. Πράγματι έχουμε, ταΐζοντας
όρους χαμηλότερης τάξης σvτο Fαβ :20
(Rαβ)0 = Rαβ +
∑
γ








Η εξίσvωσvη (8.2.10) είναι γνωσvτή σvτη ξένη βιβλιογραφία και ως reduced Einstein equation. Αpiό τη σvχέσvη
(8.2.10), τανυσvτής Einstein μpiορεί να γραφτεί σvυναρτήσvει των τανυσvτών καμpiυλότητας εpiεκφρασvμένους σvτο
















Η εξίσvωσvη κενού είναι σvυναλλοίωτη, εpiομένως (Rαβ)0 = 0 =⇒∑
γ
gγ(α∂β)xγ = 0,
το οpiοίο σvημαίνει ότι εκτός των άλλων £txα = 021, ∀α piαντού σvτο χωροχρόνο και άρα piάνω σvτη Σ. Εpiιpiλέον













(gγα∂βxγ + gγβ∂αxγ − gαβ∂γxγ) =
20H parsvtasvh grfetai me ellhnikoÔc deÐktec miac kai isvquei mìno sve armonikèc svuntetagmènec.
21upoenìthta 8.3.1 sthn epìmenh selÐda gia orisvmì thc £t.




































όpiου σvτο τελευταίο βήμα piροσvτέθηκαν κι άλλοι γραμμικοι όροι σvτους . . . αpiό το piέρασvμα της μετρικής μέσvα
σvτις σvυνήθεις μερικές piαραγώγους22, ενώ ′ = gab∂a∂b. β-σvυσvτέλλωντας με gαβ καταλήγουμε σvε σvύσvτημα της
μορφής του θεωρήματος 8.1.3 και άρα
′xα + . . . = 0, xα = £txα = 0,
αpiοτελεί καλά τοpiοθετημένο piροβλημα Cauchy με τις δεδομένες αρχικές σvυνθήκες και με λύσvη η οpiοία είναι
σvυμβατή με την εξίσvωσvη. Το σvύσvτημα είναι γραμμικό εpiομένως σvτο domain of dependence του υpiοσvυνόλου
της Σ piου χαρτογραφείται, xα = 0 με τις δεδομένες αρχικές σvυνθήκες, οpiότε μpiορούμε να piεράσvουμε τοpiικά
σvε αρμονικές σvυντεταγμένες κλειδώνοντας τη βαθμίδα εpiίλυσvης των εξισvωσvεων Einstein.
8.3 TO PROBLHMA CAUCHY (DIATUPWSH)
8.3.1 Arqikèc svunj kec.
Spacetime metric gab of a globally hyperbolic spacetime M is described by (ADM decomposition) the lapse
function N , the shift vector Na and the spatial metric gab deﬁned as follows in classical relativistic spacetime:
∀ta such that ta∇at = 1:
gab = gab + nanb
N = −tana = (na∇at)−1
Na = gabt
b
where na is hypersurface orthonormal to the spacetime foliation with parameter t.
΄Ετσvι, η piλήρως αρχικοpiοιημένη μετρική σvυνίσvταται αpiό τη χωρική μετρική gab, το διάνυσvμα χρονικής
μετατόpiισvης χωρικών σvυντεταγμένωνNa και το βαθμωτό χρόνουN . Η φαινομενική αυθαιρεσvία αρχικοpiοίησvης
είναι σvτην piραγματικότητα σvυναλλοιώτητα της μετρικής η οpiοία piαραβιάσvτηκε με την ADM αpiοδόμησvη της και
η οpiοία εpiαναφέρεται ορίζοντας την τυχούσvα σvυντεταγμένη χρόνου N με artifact τη μετατόpiισvη των χωρικών
σvυντεταγμένων piεριγραφόμενη αpiό το χωρικό piεδίο ταχυτήτων Na.







gα0 = Nα/g0β = Nβ
gαβ = gαβ
Η αρχικοpiοίησvη της ῾῾ταχύτητας᾿᾿ της μετρικής γίνεται όpiως αναφέρθηκε και σvτην υpiοενότητα 8.2.1.1 με το














ενώ οι εναpiομένουσvες σvυνισvτώσvες καθορίζονται αpiό την εξίσvωσvη βαθμίδας piου αναλύθηκε σvτην υpiοϋpiοενότητα
8.2.2.2, δηλαδή £tg0µ, ∀µ ικανοpiοιούν την αρχική σvυνθήκη βαθμίδας της μορφής (8.2.8) piάνω σvτη Σ.
22gia tic opoÐec den isvqÔei ∂agbc = 0, ìpwc me tic fusvikèc svunalloÐwtec parag¸gouc.
23Ta svÔmbola t kai N svtic parag¸gou Lie antiprosvwpeÔoun ta dianÔsvmata ta kai Na.
8.3. ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ CAUCHY (ΔΙΑΤΥΠΩΣΗ) 83
8.3.2 Qronik  exèlixh.
8.3.2.1 ΄Υpiαρξη.
Δεδομένου ότι ο χωροχρόνος Minkowski αpiοτελεί την αpiλούσvτερη γνωσvτή λύσvη του κενού, σvύμφωνα με
το θεώρημα 8.1.4 έχουμε καταφέρει να θεμελιώσvουμε την τοpiική ύpiαρξη καλά τοpiοθετημένου piροβλήματος
Cauchy για λύσvεις της μετρικής αρκετά κοντά της εpiίpiεδης.24 Η γενίκευσvη, σvύμφωνα με το [3], εpiιτυγχάνεται
ανακλιμακώνοντας τις αρχικές σvυνθήκες και το χωροχρόνο σvε κλίμακα λ R.
Συγκεκριμένα, μετασvχηματίζοντας conformally τη μετρική με global κλίμακα λ > 0,25 gαβ(x) −→ λ−2gαβ(x),
και εpiανακλιμακώνοντας το χωροχρόνο, xγ −→ λ−1xγ τελικά οι αρχικές σvυνθήκες αλλάζουν ως:
gαβ(x) −→ gαβ(x) και £tgαβ(x) −→ λ£tgαβ(x)
Στις νέες σvυντεταγμένες με τις νέες αρχικές σvυνθήκες και για λ  R, εξάγουμε μια λύσvη hαβ της εξίσvωσvης
Einstein με υpiόβαθρό την εpiίpiεδη μετρική. Η μετρική gαβ(λ−1x) αpiοτελεί λύσvη με τις piρωταρχικές αρχικές
σvυνθήκες. Με λίγα λόγια κάθε τοpiική λύσvη της εξίσvωσvης Einstein είναι conformally ﬂat.
8.3.2.2 Μοναδικότητα.
Η τοpiική μοναδικότητα μιας λύσvης σvε ένα ανοικτόO ⊆M μεO∩Σ 6= ∅, ανάγεται σvτην εύρεσvη διαφορομορφισvμού
ψ piου να σvυνδέει μια τυχούσvα λύσvη με αρχικές σvυνθήκες διαφορόμορφες με τις piρωταρχικές.26 Η piρωταρχική
λύσvη είναι υpiολογισvμένη σvε αρμονικές σvυντεταγμένες, οpiότε ο ψ piρέpiει να piεριέχει εκτός τον άλλων και
μετασvχηματισvμό σvε αρμονικές σvυντεταγμένες. Υpiό τις ίδιες σvυντεταγμένες, οι αρχικές σvυνθήκες των δύο
λύσvεων ταιριάζουν και ικανοpiοιούν και οι δύο τις ίδιες reduced equations (8.2.10), οpiότε χρησvιμοpiοιείται το
αpiοτέλεσvμα του θεωρήματος 8.1.4, αpiό σvυνέχεια λύσvεων με αρχικές σvυνθήκες εφαρμοσvμένη σvτην ταύτισvη εδώ
των αρχικών σvυνθηκών. Φυσvικά είναι αναμενόμενο ότι οι τοpiικές λύσvεις (O|gab) είναι globally hyperbolic με
υpiερεpiιφάνεια Cauchy τη O ∩ Σ, δηλαδή O ⊆ D(O ∩ Σ)27.
8.3.2.3 Globalization
΄Εχει δειχθεί ότι ∀p ∈ Σ, ∃O ∈ $(p) και gab λύσvη της εξίσvωσvης Einstein σvτο O.28 Με αυτό το αpiοτέλεσvμα
χτίζουμε έναν διαφορικό άτλαντα piάνω σvτη Σ αpiό ανοικτά, με την εpiαγόμενη σvτο Σ τοpiολογία, O ∩Σ σvύνολα
piου piαίρνουμε αpiό τις τοpiικές λύσvεις. Η ιδιότητα της piαρασvυμpiάγειας29 διασvφαλίζει ότι μόνο piεpiερασvμένα το
piλήθος εpiικαλύpiτονται σvε κάθε σvημείο της Σ και άρα οι εpiικαλύψεις είναι ανοικτά σvύνολα. Σε κάθε εpiικάλυψη
έχουμε piροφανώς ύpiαρξη λύσvης, και αpiό μοναδικότητα σvτις εpiικαλύψεις έχουμε διαφορομορφική ταύτισvη των
λύσvεων. Δε λέμε τίpiοτα καινούριο εδώ, piαρά μόνο ότι υpiάρχει και είναι μοναδική η λύσvη κοντά σvε όλη την
υpiερεpiιφάνεια αρχικών σvυνθηκών Σ. Το patchάρισvμα αυτό ως εκ τούτου διαμορφώνει έναν globally hyperbolic
χωροχρόνο M κοντά σvε όλη τη Σ, δηλαδή με υpiερεpiιφάνεια Cauchy τη Σ.
8.3.2.4 Maximal Cauchy Development
Εδώ τίθεται το ερώτημα κατά piόσvο μακριά αpiό τη Σ εκτείνεται αυτή η global λύσvη. Η αpiάντησvη βρίσvκεται
σvτην piαρατήρησvη ότι οpiοιοδήpiοτε ανοιχτό υpiοσvύνολο N ⊆ M με Σ ⊆ N , δηλαδή ένας globally hyperbolic
υpiοχωροχρόνος με την εpiαγόμενη μετρική gab της αρχικής λύσvης είναι εpiίσvης λύσvη της εξίσvωσvης Einstein με
τις ίδιες αρχικές σvυνθήκες. Εδώ είναι piροφανές ότι ακολουθείται η γνωσvτή σvυνταγή της υpiοενότητας Αʹ.1.2
στη σελίδα 91 του piαραρτήματος Αʹ, της μερικής διάταξης του υpiοσvυνόλου δηλαδή. Ποιο σvυγκεκριμένα:
Ορισvμός 8.3.2.4.1. ∀(M |gab) και ∀(N |hab), λύσvεις τις εξίσvωσvης Einstein αρχικοpiοιημένες αpiό κοινού σvε
μια υpiερεpiιφάνεια Σ με διαφορόμορφες αρχικές σvυνθήκες, (M |gab) ≥ (N |hab) αν και μόνο αν M ⊇ N και οι
λύσvεις είναι διαφορόμορφες σvτη κοινή piεριοχή N με σvταθερή την εpiιφάνεια Cauchy Σ.
24Autì kajisvt aut  th jemelÐwsvh pra polÔ bolik  gia th grammik  jewrÐa barÔthtac ìpou h metrik  jewreÐtai diataragmènh
epÐpedh.
25Ed¸ oi deÐktec eÐnai xan qwroqronikoÐ.
26Fusvik mia lÔsvh wc proc th metrik  eÐnai genik svunalloÐwth...
27to opoÐo eÐnai globally hyperbolic afoÔ O ∩ Σ eÐnai anoiktì kai ra D(O ∩ Σ) = (D(O ∩ Σ))◦.
28Oi geitonièc gegonìtwn eÐnai qwroqronikèc.
29upoenìthta Aþ.1.1.1 sth selÐda 89 kai [3]
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Στο σvύνολο των λύσvεων με διαφορόμορφες αρχικές σvυνθήκες με τη μερική διάταξη piου piεριγράφηκε, κάθε
αλυσvίδα έχει άνω φράγμα,30 εpiομένως αpiό λήμμα του Zorn ( στη σελίδα 91) υpiάρχει μεγισvτικό σvτοιχείο σvτοιχείο,
το οpiοίο είναι ο ῾῾μέγισvτος᾿᾿ δυνατός globally hyperbolic χωροχρόνος εφοδιασvμένος με τη μετρική gab, λύσvη της
εξίσvωσvης Einstein σvτο κενό.
Το ότι είναι μοναδικό το μεγισvτικό σvτοιχείο σvε αυτήν την piερίpiτωσvη, ενδείκνυται αpiό το άτοpiο των δύο
μεγισvτικών λύσvεων, οι οpiοίες, δεδομένου των κοινών αρχικών σvυνθηκών, είναι διαφορόμορφες σvτην εpiικάλυψη
τους εpiομένως (χονδρικά μιλώντας) μpiορούν να ενωθούν σvε μια ενιαία λύσvη η οpiοία φράσvσvει και τις δύο
piροηγούμενες, piαραβιάζοντας τη μεγισvτικότητά τους.31 Συμpiερασvματικά, έχουμε ότι:
Για κάθε τρισvδιάσvτατη Riemannια διαφορίσvιμη piολλαpiλότητα Σ εφοδιασvμένη με μετρική gab και
εξωτερική καμpiυλότητα Kab, υpiάρχει μοναδική τετραδιάσvτατη ψευδοRiemannια διαφορίσvιμη piολ-
λαpiλότητα M εφοδιασvμένη με μετρική gab , globally hyperbolic, η οpiοία είναι λύσvη της εξίσvωσvης
Einstein κενού, Rab = 0, τέτοια, ώσvτε κάθε τετραδιάσvτατη ψευδοRiemannια διαφορίσvιμη piολ-
λαpiλότητα εφοδιασvμένη με μετρική gab, globally hyperbolic, λύσvη της εξίσvωσvης κενού, εμβαpiτίζεται
σvτην M ισvομετρικά.
8.4 TO PROBLHMA CAUCHY (ME ULH)
Το piρόβλημα Cauchy της βαρύτητας Einstein με ύλη εν γένει δεν είναι γνωσvτό αν είναι καλά τοpiοθετημένο, piαρά
μόνο για ειδικές piεριpiτώσvεις ύλης μεταξύ των οpiοίων και gauge piεδία γενικά και η ρευσvτομηχανική piερίpiτωσvη
Tab = ρυaυb + P (gab + υaυb)
για ειδικές μορφές της κατασvτατικής εξίσvωσvης P = P (ρ), όpiου υ είναι το piεδίο ταχυτήτων του ρευσvτού και gab
η εμpiλεκόμενη λύσvη του piροβλήματος φυσvικά.
Οι piεριορισvμοί των αρχικών σvυνθηκών, Gabnb = 8piTabnb, έχουν τη μορφή:
R+KK −KabKab = 16piρ, ρ = Tabnanb και ∇a(Kab −Kgab) = 8piJb, Jb = −g cb Tcd nd
30Prgmati, gia kje alusvÐda, h ènwsvh twn svtoiqeÐwn thc efodiasvmènh me th metrik  h opoÐa katasvkeuzetai <<klimakwt>> apo
touc diadoqikoÔc diaforomorfisvmoÔc-embptisvh kje lÔsvhc me thn epìmen  thc svthn alusvÐda, apoteleÐ nw frgma thc alusvÐdac.










Ορισvμός Αʹ.1.1.1 (τοpiολογικός χώρος). ΄Εσvτω σvύνολοX και T ⊆ P(X)1. Το σvύνολο T καλείται τοpiολογία
του X αν και μόνο αν:
T1: ∅ ∈ T & X ∈ T ,
T2: ∀{Ui}i∈I ⊆ T , ⋃
i∈I
Ui ∈ T ,
T3: ∀{Ui}ni=1 ⊆ T ,
n⋂
i=1
Ui ∈ T .
Ο (X|T ) καλείται τοpiολογικός χώρος και ∀U ∈ T (X), U καλείται ανοιχτό και X \ U κλεισvτό.
Πρότασvη Αʹ.1.1.1 (σχετική τοpiολογία). ΄Εσvτω A ⊆ X. Τότε ο (A|T (A)) με T (A) ≡ {U ∩A|U ∈ T (X)}
είναι τοpiολογικός χώρος.2
Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
T1: ∅ ∈ T =⇒ ∅ ∩A = ∅ ∈ T (A) & X ∈ T =⇒ X ∩A = A ∈ T (A),








(Ui ∩A) ∈ T (A),
1P (X) eÐnai to dunamosvÔnolo tou svunìlou X.
2T (X) = T fusvik...
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(Ui ∩A) ∈ T (A).
quod erat demonstrandum.
Ορισvμός Αʹ.1.1.2 (βάση τοpiολογίας). ΄Εσvτω (X|T ) τοpiολογικός χώρος. B ⊆ T καλείται βάσvη της T αν

















∀F ⊆ P(X), ∃T := T [F ] της οpiοίας είναι υpiοβάσvη. Δεν ισvχύει το ίδιο για τις βάσvεις...
Αξίωμα δεύτερου αριθμησvιμου. ΄Ενας τοpiολογικός χώρος ικανοpiοιει το αξίωμα του δεύτερου αρι-
θμησvίμου αν και μόνο αν η τοpiολογία του έχει αριθμήσvιμη βάσvη.





Η τοpiολογία γινόμενο T σvτο X ορίζεται αpiο τη βάσvη B της, η οpiοία αpiοτελειται αpiο σvύνολα της μορφής
U := Πi∈FUi ∪Πi∈I\FXi ∈ B, ∀F ⊆ I piεpiερασvμένο υpiοσvύνολο δεικτών και ∀{Ui ∈ Ti}i∈F .
Ορισvμός Αʹ.1.1.4 (γειτονιά σημείου). ΄Εσvτω τοpiολογικός χώρος X και x ∈ A ⊆ X. Καλούμε γειτονιά του
σvημείου x το σvύνολο $(x) := {U ∈ T |x ∈ U} ⊆ T . Καλούμε βάσvη της γειτονιάς $(x) ή τοpiική βάσvη του
σvημείου x ένα υpiοσvύνολο β(x) ⊆ $(x) τέτοιο, ώσvτε ισvοδύναμα, ∀U ∈ $(x), ∃V ∈ β(x) τέτοιο, ώσvτε V ⊆ U .
Ο ορισvμός εpiεκτείνεται εύκολα και για τη γειτονιά του υpiοσvυνόλου A, $(A) := {U ∈ T |A ⊆ U} ⊆ T .
Ορισvμός Αʹ.1.1.5. ΄Εσvτω X τοpiολογικός χώρος και x ∈ X ⊇ A:
• Το σvημείο x καλείται εσvωτερικό του σvυνόλου A αν και μόνο αν ∃U ∈ $(x) τέτοιο, ώσvτε U ⊆ A.
Το σvύνολο των εσvωτερικών σvημείων του A καλειται εσvωτερικό του A και σvυμβολίζεται A◦. Ισvχύει
A◦ = ∪{U ⊆ A|U ∈ T } ή το εσvωτερικό ενός σvυνόλου είναι το μεγισvτικό3 ανοιχτό υpiοσvύνολο του με τη
μερική διάταξη της τοpiολογίας.
• Το σvημείο x καλείται οριακό του σvυνόλου A αν και μόνο αν ∀U ∈ $(x), U∩A 6= ∅. Το σvύνολο των οριακών
σvημείων του A καλειται κλεισvτότητα του A και σvυμβολίζεται A. Ισvχύει A = ∩{V ⊃ A|X\V ∈ T } ή η
κλεισvτότητα ενός σvυνόλου είναι το ελαχισvτικό κλεισvτο υpiερσvύνολο του με τη μερική διάταξη της τοpiολογίας
των κλεισvτών.4
3orisvmìc Aþ.1.2.1.4
4Dedomènou ìti èna uposvÔnolo tou X sve mia dedomènh topologÐa mporeÐ na eÐnai anoiqtì kai kleisvtì   kanèna apo ta dÔo,
ènac topologikìc q¸roc orÐzetai isvodÔnama apo ta kleisvt tou svÔnola. Bebaia svthn perÐptwsvh aut  allzoun svhmantik orisvmoÐ
ìpwc autìc thc svunektrikìthtac, svumpgeiac k.l.p..
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• Το σvημείο x καλειται σvύνοριακό του σvυνόλου A αν και μόνο αν είναι ∀U ∈ $(x), U ∩ A 6= ∅ και
U ∩X\A 6= 0. Το σvύνολο των σvυνοριακών σvημείων του A καλείται σvυνορο του A και σvυμβολίζεται ∂A.
Ισvχύει ∂A = A\A◦.
• Το σvημείο x καλειται σvημείο σvυσvσvώρευσvης του A αν και μόνο αν ∀U ∈ $(x), U\{x} ∩ A 6= ∅. ΄Ενα
σvυμείο σvυσvσvώρευσvης είναι και οριακο σvημείο. ΄Ενα οριακό σvημείο piου δεν είναι σvημείο σvυσvσvώρευσvης είναι
αpiμονωμένο σvημείο.
• Το A είναι piυκνό υpiοσvύνολο του X αν και μόνο αν A = X.
Με λίγα λόγια, η κλεισvτότητα ενός υpiοσvυνόλου A του X μpiορει και διαχωρίζεται, είτε σvε σvύνορο και εσvωτερικό,
A = ∂A ∪A◦, ∂A ∩A◦ = ∅, είτε σvε σvημεία σvυσvσvώρευσvης και αpiομονωμένα σvημεία.
Ορισvμός Αʹ.1.1.6 (τοpiολογία Hausdorﬀ). ΄Ενας τοpiολογικός χώρος X καλειται Hausdorﬀ αν και μόνο αν
∀x ∈ X και ∀y ∈ X, ∃U ∈ $(x) και ∃V ∈ $(y) τέτοια, ώσvτε U ∩ V = ∅.
Σχόλιο. ΄Εσvτω τοpiολογικός χώρος X και A ⊆ X.
• Το A είναι ανοικτό υpiοσvύνολο του X αν και μόνο αν A = A◦.
• Το A είναι κλεισvτό υpiοσvύνολο του X αν και μόνο αν A = A.
Αʹ.1.1.1 Συμpiάγεια
Ορισvμός Αʹ.1.1.1.1 (κάλυμμα). Μια οικογένεια υpiοσvυνόλων {Ui}i∈I ενός τοpiολογικού χώρου X, καλείται





Κάθε υpiοσvύνολο του {Ui}i∈I piου καλύpiτει το X ονομάζεται υpiοκάλυμμα του {Ui}i∈I . Κάθε κάλυμμα {Vj}j∈J
του X τέτοιο, ώσvτε ∀j ∈ J , ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε Vj ⊆ Ui, αpiοτελεί εκλέpiτυνσvη του {Ui}i∈I και γενικευει την
έννοια του υpiοκαλύμματος.
Ορισvμός Αʹ.1.1.1.2 (συμpiάγεια). ΄Εσvτω τοpiολογικός χώρος X:
• Ο X είναι σvυμpiαγής αν και μόνο αν κάθε ανοιχτό κάλυμμά του έχει piεpiερασvμένο υpiοκάλυμμα, δηλαδη
∀{Ui}i∈I ⊆ T ανοικτό κάλυμματου X, ∃F ⊆ I piεpiερασvμένο, τέτοιο, ώσvτε {Ui}i∈F κάλυμμα του X.
• Ο X είναι Lindelöf αν και μόνο αν κάθε ανοιχτό κάλυμμά του έχει αριθμήσvιμο υpiοκάλυμμα, δηλαδη
∀{Ui}i∈I ⊆ T ανοικτό κάλυμματου X, ∃C ⊆ I piεpiερασvμένο, τέτοιο, ώσvτε {Ui}i∈C κάλυμμα του X.
Ορισvμός Αʹ.1.1. Ως γνωσvτό οι ορισvμοί ανοιχτότητας και κλεισvτότητας μεταφέρονται σvτη σvχετική τοpiολογια
∀A ⊆ X, X τοpiολογικός χώρος. Αυτό ισvχύει για κάθε ορισvμό piου αφορά την τοpiολογία ενός χώρου. Παρόλα
αυτά piαραθέτουμε τον σvχετικό ορισvμό της σvυμpiάγειας μαζι με κάpiοιους βοηθητικους ορισvμούς:
• Το A είναι σvυμpiαγές υpiοσvύνολο του X αν και μόνο αν A είναι σvυμpiαγής με τη σvχετική τοpiολογία.
• Το A είναι σvχετικά σvυμpiαγές αν και μόνο αν A είναι σvυμpiαγές.
• Ο X είναι τοpiικά σvυμpiαγής σvτο σvημείο x αν και μόνο αν ∃U ∈ $(x) σvχετικά σvυμpiαγές, και είναι τοpiικά
σvυμpiαγής αν και μόνο αν είναι τοpiικά σvυμpiαγής ∀x ∈ X.
Θεώρημα Αʹ.1.1.1.1. Κάθε κλεισvτό σvύνολο σvυμpiαγούς τοpiολογικού χωρου είναι σvυμpiαγές.
Θεώρημα Αʹ.1.1.1.2. Κάθε σvυμpiαγές υpiοσvύνολο τοpiολογικού χώρου Hausdorﬀ είναι κλεισvτό.
Θεώρημα Αʹ.1.1.1.3 (θεώρημα Tychonoﬀ). Αν {Xi}i∈I είναι οικογένεια σvυμpiαγών τοpiολογικών χώρων,
το γινόμενό τους X = Πi∈IXi εφοδιασvμένο με την τοpiολογία γινόμενο είναι σvυμpiαγής τοpiολογικός χώρος.
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Ορισvμός Αʹ.1.1.1.3 (point & local ﬁniteness). ΄Εσvτω οικογένεια {Ai}i∈I υpiοσvυνόλων ενός τοpiολογικού
χώρου X:
• Η {Ai}i∈I είναι σvημειακά piεpiερασvμένη αν και μόνο αν ∀x ∈ X, ∃F ⊂ I piεpiερασvμένο, τέτοιο ώσvτε
{x /∈ U}i∈I\F , δηλαδή κάθε σvημείο ανήκει μόνο σvε piεpiερασvμένο το piλήθος σvύνολα της οικογένειας.
• Η {Ai}i∈I είναι τοpiικά piεpiερασvμένη αν και μόνο αν ∀x ∈ X, ∃U ∈ $(x) και ∃F ⊂ I piεpiερασvμένο, τέτοιο
ώσvτε {U ∩ Ai = ∅}i∈I\F , δηλαδή κάθε σvημείο έχει γειτονιά piου τέμνει μόνο piεpiερασvμένο το piλήθος
σvύνολα της οικογένειας.
Ορισvμός Αʹ.1.1.1.4 (ασθενέστερη συμpiάγεια). ΄Εσvτω τοpiολογικός χώρος X:
• Ο X είναι μετασvυμpiαγής αν και μόνο αν κάθε ανοιχτό κάλυμμά του έχει σvημειακά piεpiερασvμένη ανοιχτή
εκλέpiτυνσvη, δηλαδή ∀{Ui}i∈I ⊆ T ανοικτό κάλυμμα του X, ∃F ⊆ I piεpiερασvμένο και {Vj}j∈F τέτοια,
ώσvτε {Vj}j∈F σvημειακά piεpiερασvμένο κάλυμμα του X και ∀j ∈ F , ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε Vj ⊆ Ui.
• Ο X είναι piαρασvυμpiαγής αν και μόνο αν κάθε ανοιχτό κάλυμμά του έχει τοpiικά piεpiερασvμένη ανοιχτή
εκλέpiτυνσvη, δηλαδή ∀{Ui}i∈I ⊆ T ανοικτό κάλυμμα του X, ∃F ⊆ I piεpiερασvμένο και {Vj}j∈F τέτοια,
ώσvτε {Vj}j∈F τοpiικά piεpiερασvμένο κάλυμμα του X και ∀j ∈ F , ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε Vj ⊆ Ui.
Ορισvμός Αʹ.1.1.1.5 (σ-συμpiαγής). ΄Ενας τοpiολογικός χώρος είναι σv-σvυμpiαγής αν και μόνο αν έχει αρι-
θμήσvιμο σvυμpiαγές κάλυμμα. ΄Ενας σv-σvυμpiαγής τοpiολογικός χώρος είναι και Lindelöf.
Θεώρημα Αʹ.1.1.1.4. ΄Ενας σv-σvυμpiαγής τοpiολογικός χώρος Hausdorﬀ είναι piαρασvυμpiαγής.
Αʹ.1.1.2 Συνεκτικότητα
Ορισvμός Αʹ.1.1.2.1 (συνεκτικότητα). ΄Ενας τοpiολογικός χώρος X είναι είναι σvυνεκτικός αν και μόνο αν
∀U, V ∈ T , U∩V 6= ∅ ήX 6= U∪V , ισvοδύναμαX\U∩X\V = X\(U∪V ) 6= ∅ ήX 6= X\U∪X\V = X\(U∩V ),
δηλαδη ο ορισvμός ειναι ίδιος τόσvο για ανοιχτα όσvο και για κλεισvτά.
Σχόλιο. Εξ΄ ορισvμού, τα μόνα ανοιχτα και κλεισvτα σvύνολα σvτο σvυνεκτικό χώρο X είναι το ∅ και το X,5 καθώς
αν υpiήρχε τέτοιο γνήσvιο υpiοσvύνολο του X, U ∈ T και X\U ∈ T , X = X\U ∪ U άτοpiο.
Ισvχυρότερα είναι δρομοσvυνεκτικός αν ∀x ∈ X και ∀y ∈ X, υpiάρχει κλεισvτο διάσvτημα [a|b] ⊆ R και σvυνεχής
(με τη σvυνήθη τοpiολογια του R) καμpiύλη f : [a|b] −→ X έτσvι, ώσvτε f(a) = x και f(b) = y.
Ακόμα ισvχυρότερα, λέμε ότι είναι σvυνεκτικός κατά τόξα αν και μόνο αν η εν piροκειμένω καμpiύλη f είναι
ομοιομορφική6, δηλαδή I ' f(I).
Σχόλιο. ΄Ενας δρομοσvυνεκτικός τοpiολογικός χώρος Hausdorﬀ είναι σvυνεκτικός κατα τόξα.
Φυσvικά, όλοι οι ορισvμοί μεταφέρονται και σvε υpiοσvύνολα ενός τοpiολογικου χώρου με τη σvχετικής piάντα
τοpiολογία.
Ορισvμός Αʹ.1.1.2.2 (συνεκτική συνιστώσα). ΄Εσvτω τοpiολογικός χώρος X και (C| ⊆) το μερικά διατε-
ταγμένο με τη σvχέσvη υpiοσvυνόλου σvύνολο των σvυνεκτικών υpiοσvυνόλων του X.7 Τα μεγισvτικά σvτοιχεία8 του
C καλούνται σvυνεκτικές σvυνισvτώσvες του X. Με τον ίδιο ακριβώς τρόpiο ορίζονται και οι δρομοσvυνεκτικές
σvυνισvτώσvες του X.
Σχόλιο. Προφανώς, ένα σvυνεκτικό σvύνολο έχει μία μόνο σvυνεκτική σvυνισvτώσvα, το ίδιο το X.
Ορισvμός Αʹ.1.1.2.3 (τοpiική συνεκτικότητα). ΄Εσvτω τοpiολογικός χώρος X και x ∈ X. Ο X είναι τοpiικά
σvυνεκτικός σvτο x αν και μόνο αν το x έχει σvυνεκτική τοpiική βάσvη9, και είναι τοpiικά σvυνεκτικός αν και μόνο αν
είναι τοpiικά σvυνεκτικός ∀x ∈ X, ισvοδύναμα T έχει σvυνεκτική βάσvη.
Σχόλιο. ΄Ενα ανοιχτό υpiοσvύνολο τοpiικά σvυνεκτικού τοpiολογικού χώρου είναι σvυνεκτικό αν και μόνο αν είναι
δρόμοσvυνεκτικό.
5IsvodÔnama, ∂∅ = ∂X = ∅ kai ∂A 6= ∅, ∀A ⊆ X.
6orisvmìc Aþ.2.2.2
7To ∅ jewreitai svunektikì.
8orisvmìc Aþ.1.2.1.4
9orisvmìc Aþ.1.1.4
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Aþ.1.2 DimeleÐc Sqèsveic
Αʹ.1.2.1 Μερική διάταξη.
Ορισvμός Αʹ.1.2.1.1 (μερικά διατεταγμένος χώρος). ΄Εσvτω σvύνολο X και P (X) ⊆ X × X10. Γράφουμε
∀(a, b) ∈ P (X), a ≤ b. Η διμελής σvχέσvη ≤ piου ορίζεται αpiό το P (X) καλείται σvχέσvη μερικής διάταξης σvτο
σvύνολο X αν και μόνο αν:
P1: ∀a ∈ X, a ≤ a (ανακλασvτικότητα),
P2: ∀a, b ∈ X, a ≤ b ∧ b ≤ a =⇒ a = b (αντισvυμμετρικότητα),
P3: ∀a, b, c ∈ X, a ≤ b ∧ b ≤ c =⇒ a ≤ c (μεταβατικότητα).
Ο (X| ≤) καλείται μερικά διατεταγμένος χώρος.
Παράδειγμα Αʹ.1.1. Η τοpiολογία T ενός τοpiολογικού χώρου X11 είναι μερικά διατεταγμένο σvύνολο ως
piρος τα ανοικτα υpiοσvύνολα του X με μερική διάταξη τη σvχέσvη υpiοσvυνόλου. Το σvύνολο των καλυμμάτων
του X εpiίσvης σvυνισvτά μερικά διατεταγμένο χώρο με μερική διάταξη τη σvχέσvη υpiοκαλύματος ή ακόμα και
ραφιναρίσvματος.12
Ορισvμός Αʹ.1.2.1.2 (αλυσίδα). ΄Εσvτω A ⊆ X. Το A ονομάζεται αλυσvίδα του X αν και μόνο αν ∀x, y ∈ A,
x ≤ y ∨ y ≤ x.
Ορισvμός Αʹ.1.2.1.3 (άνω (κάτω) φράγμα). ΄Εσvτω μερικά διατεταγμένος χώρος (X| ≤) και A ⊆ X. Λέμε
ότι το A έχει άνω (κάτω) φράγμα αν και μόνο αν ∃a ∈ X τέτοιο, ώσvτε ∀x ∈ A, x ≤ a (a ≤ x).
Ορισvμός Αʹ.1.2.1.4 (μεγιστικό (ελαχιστικό) στοιχείο). ΄Εσvτω μερικά διατεταγμένος χώρος (X| ≤) και
m ∈ X. Λέμε ότι το m είναι μεγισvτικό σvτοιχείο του X αν και μόνο αν ∀x ∈ X, m ≤ x =⇒ m = x.13
Λήμμα του Zorn. ΄Εσvτω μερικά διατεταγμένος χώρος (X| ≤). Αν κάθε αλυσvίδα του X έχει άνω φράγμα,
τότε ο X piεριέχει ένα τουλάχισvτον μεγισvτικό σvτοιχείο. (αναφορά [2])
Αʹ.1.2.2 Διαμέρισvη.
Ορισvμός Αʹ.1.2.2.1 (χώρος με διαμέριση). ΄Εσvτω σvύνολο X και S(X) ⊆ X×X. Γράφουμε ∀(a, b) ∈ S(X),
a ∼ b. Η διμελής σvχέσvη ∼ piου ορίζεται αpiό το S(X) καλείται σvχέσvη ισvοδυναμίας σvτο σvύνολο X αν και μόνο
αν:
S1: ∀a ∈ X, a ∼ a (ανακλασvτικότητα),
S2: ∀a, b ∈ X, a ∼ b =⇒ b ∼ a (σvυμμετρικότητα),
S3: ∀a, b, c ∈ X, a ∼ b ∧ b ∼ c =⇒ a ∼ c (μεταβατικότητα).
∀a ∈ X, το σvύνολο [a] ≡ {x|x ∼ a} καλείται κλάσvη ισvοδυναμίας του a ∈ X.
Παρατήρησvη Αʹ.1.2.2.1. [a] = [b], ∀b ∈ [a]. Πράγματι, ∀b ∈ [a] =⇒ b ∼ a. Εξ΄ ορισvμού, ∀x ∈ [b], x ∼ b.
Αpiό S3, ∀x ∈ [b], x ∼ a. ΄Αρα [b] ⊆ [a]. Εναλλάσvσvοντας την θέσvη των a και b έχουμε το σvυμμετρικό εpiιχείρημα
[a] ⊆ [b], και άρα [b] = [a].
Ορισvμός Αʹ.1.2.2.2 (μερικά διατεταγμένος χώρος). ΄Εσvτω σvύνολο X και {Si}i∈I ⊆ P(X) οικογένεια
υpiοσvυνόλων του X. Λέμε ότι η οικογένεια σvυνόλων {Si}i∈I αpiοτελεί διαμέρισvη του σvυνόλου X αν και μόνο
αν ∀i, j ∈ I με i 6= j, Si ∩ Sj = ∅ και ⋃
i∈I
Si = X.
10P (X), not to be confused with the powerset P (X) of the set X.
11orisvmìc Aþ.1.1.1
12orisvmìc Aþ.1.1.1.1
13O (X| ≤) den èqei aparaÐthta èna mìno megisvtikì svtoiqeÐo, ìtan èqei dhlad ... (l mma tou Zorn)
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Θεώρημα Αʹ.1.2.2.1. ΄Εσvτω σvύνολο X και ∼ μια διμελής σvχέσvη σvτο X. Οι εpiόμενοι ισvχυρισvμοί είναι
ισvοδύναμοι:
1. Η ∼ είναι σvχέσvη ισvοδυναμίας.
2. Η οικογένεια των διαφορετικών κλάσvεων του X αpiοτελεί διαμέρισvη του X.




΄Εσvτω x ∈ [a] ∩ [b]. Τότε x ∼ a ∧ x ∼ b =⇒ a ∼ x ∧ x ∼ b =⇒ a ∼ b. Αpiό piαρατήρησvη Αʹ.1.2.2.1, [a] = [b].
΄Αρα, ∀a, b ∈ X, [a] = [b] ή [a] ∩ [b] = ∅.
2. =⇒ 1.. ΄Εσvτω {Si}i∈I ⊆ P(X) η διαμέρισvη piου εpiάγει η ∼ σvτο X. ∀a ∈ X, ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε a ∈ Si,
άρα a ∼ a (S1). ∀i ∈ I, a, b ∈ Si =⇒ b, a ∈ Si άρα a ∼ b =⇒ b ∼ a (S2). ∀i ∈ I, a, b ∈ Si ∧ b, c ∈ Si =⇒
a, c ∈ Si άρα a ∼ b ∧ b ∼ c =⇒ a ∼ c (S3).
Ορισvμός Αʹ.1.2.2.3 (χώρος piηλίκο). ΄Εσvτω χώρος διαμέρισvης (X| ∼). Ορίζεται ο χώρος piηλίκο X/ ∼ ≡
{[x]}x∈X , ο οpiοίος αpiοτελείται αpiό τις κλάσvεις ισvοδυναμίας του X.
Aþ.2 APEIKONISEIS
Aþ.2.1 Genik.
Ορισvμός Αʹ.2.1.1. ΄Εσvτω σvύνολα X, Y και σvυνάρτησvη f : X −→ Y . Ορίζουμε ∀A ⊆ X, f(A) ≡ {f(x) ∈
Y |x ∈ A} και ∀B ⊆ X, f−1(B) ≡ {x ∈ X|f(x) ∈ B}.
• Η f καλείται μονοσvήμαντη (injective) αν και μόνο αν ∀x, y ∈ X, f(x) = f(y) =⇒ x = y. Τότε ορίζεται
η αντίσvτροφη της f , f−1 : f(X) 7−→ X.
• Η f καλείται εpiί (surjective) (του Y ) αν και μόνο αν ∀y ∈ Y , ∃x ∈ X τέτοιο, ώσvτε y = f(x). Γράφουμε
f(X) = Y .
• Η f καλείται αμφιμονοσvήμαντη (bijective) αν και μόνο αν είναι μονοσvήμαντη και εpiί. Τότε και η αν-
τίσvτροφή της (η οpiοία ορίζεται), f−1 : f(X) 7−→ X με f(X) = Y , είναι εpiίσvης αμφιμονοσvήμαντη.
Πρότασvη Αʹ.2.1.1. ΄Εσvτω σvύνολα X, Y , U1, U2 ⊆ X, V1, V2 ⊆ Y και σvυνάρτησvη f : X −→ Y . Τότε
1. τα υpiοσvύνολα και η σvυνολοδιαφορά διατηρούνται αpiό τις αντίσvτροφες εικόνες της f :
(αʹ) V1 ⊆ V2 =⇒ f−1(V1) ⊆ f−1(V2),
(βʹ) f−1(V1 \ V2) = f−1(V1) \ f−1(V2),
2. τα υpiοσvύνολα και όχι η σvυνολοδιαφορά διατηρούνται αpiό τις εικόνες της f :
(αʹ) U1 ⊆ U2 =⇒ f(U1) ⊆ f(U2),
(βʹ) f(U1) \ f(U2) ⊆ f(U1 \ U2).
Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
1. για τις αντίσvτροφες εικόνες της f :
(αʹ) ΄Εσvτω x ∈ f−1(V1). Τότε f(x) ∈ V1και άρα f(x) ∈ V2, σvυνεpiώς x ∈ f−1(V2).
(βʹ) ΄Εσvτω x ∈ f−1(V1 \V2). Τότε f(x) ∈ V1 \V2, σvυνεpiώς f (x) ∈ V1 και f(x) /∈ V2. Τότε x ∈ f−1(V1)
και x /∈ f−1(V2), σvυνεpiώς x ∈ f−1(V1) \ f−1(V2). Αντίσvτροφα, έσvτω x ∈ f−1(V1) \ f−1(V2). Τότε
x ∈ f−1(V1) και x /∈ f−1(V2), σvυνεpiώς f(x) ∈ V1 και f(x) /∈ V2. Τότε f(x) ∈ V1 \ V2, σvυνεpiώς
x ∈ f−1(V1 \ V2). Αφού f−1(V1 \ V2) ⊆ f−1(V1) \ f−1(V2) και f−1(V1 \ V2) ⊇ f−1(V1) \ f−1(V2),
f−1(V1 \ V2) = f−1(V1) \ f−1(V2).
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2. για τις εικόνες της f :
(αʹ) ΄Εσvτω y ∈ f(U1). Τότε ∃x ∈ U1 και άρα x ∈ U2 τέτοιο, ώσvτε y = f(x) σvυνεpiώς y ∈ f(U2).
(βʹ) ΄Εσvτω y ∈ f(U1) \ f(U2). Τότε y ∈ f(U1) και y /∈ f(U2), σvυνεpiώς ∃x ∈ U1 τέτοιο, ώσvτε y = f(x)
και x /∈ U2 γιατί αλλιώς y ∈ f(U2), άτοpiο. Τότε x ∈ U1 \ U2, σvυνεpiώς y ∈ f(U1 \ U2).
Παρατήρησvη Αʹ.2.1.1. ΄Εσvτω y ∈ f(U1 \U2). Τότε ∃x ∈ U1 \U2 σvυνεpiώς x ∈ U1 και x /∈ U2 τέτοιο, ώσvτε
y = f(x). Τότε y ∈ f(U1), όμως μpiορεί να ∃x′ ∈ U2 τέτοιο, ώσvτε y = f(x′), δηλαδή y ∈ f(U1) ∩ f(U2). Αν
όμως η f είναι μονοσvήμαντη, τότε x′ = x ∈ U1 \ U2, σvυνεpiώς y /∈ f(U2) γιατί αλλιώς x ∈ U2, άτοpiο.
Πρότασvη Αʹ.2.1.2. ΄Εσvτω σvύνολα X, Y , U ⊆ X, V ⊆ Y και σvυνάρτησvη f : X −→ Y . Τότε:
1. U ⊆ f−1(f(U)),
2. f(f−1(V )) ⊆ V .
Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
1. ΄Εσvτω x ∈ U . Τότε f(x) ∈ f(U), σvυνεpiώς x ∈ f−1(f(U)). Αντίσvτροφά, έσvτω x ∈ f−1(f(U)). Τότε
f(x) ∈ f(U), όμως f−1({f(x)}) ⊇ {x} και f−1 ({f (x)}) * U εν γένει. Αν όμως f είναι μονοσvήμαντη,
τότε f−1({f(x)}) = {x} ⊆ U , δηλαδή U = f−1(f(U)).
2. ΄Εσvτω y ∈ f(f−1(V )). Τότε f−1({y}) ⊆ f−1(V ), σvυνεpiώς y ∈ V . Αντίσvτροφα, έσvτω y ∈ V . Τότε
f−1({y}) ⊆ f−1 (V ), όμως μpiορεί και f−1({y}) = ∅ εν γένει. Αν όμως f είναι εpiί του V , τότε f−1({y}) 6=
∅ και y ∈ f(f−1(V )), δηλαδή f(f−1(V )) = V .
Πρότασvη Αʹ.2.1.3. ΄Εσvτω σvύνολα X, Y , {Ui}i∈I ⊆ P(X), {Vi}i∈I ⊆ P(Y ) και σvυνάρτησvη f : X −→ Y .
Τότε:
1. η ένωσvη και η τομή διατηρούνται αpiό τις αντίσvτροφες εικόνες της f :
(αʹ) f−1(∪i∈IVi) = ∪i∈If−1(Vi),
(βʹ) f−1(∩i∈IVi) = ∩i∈If−1(Vi),
2. η ένωσvη και όχι η τομή διατηρείται αpiό τις εικόνες της f :
(αʹ) f(∪i∈IUi) = ∪i∈If(Ui),
(βʹ) f(∩i∈IUi) ⊆ ∩i∈If(Ui).
Αpiόδειξη. ΄Εχουμε:
1. για τις αντίσvτροφες εικόνες της f :
(αʹ) ΄Εσvτω x ∈ f−1(∪i∈IVi). Τότε f(x) ∈ ∪i∈IVi, σvυνεpiώς ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε f(x) ∈ Vi. Τότε
∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε x ∈ f−1(Vi), σvυνεpiώς x ∈ ∪i∈If−1(Vi). Αντίσvτροφα, έσvτω x ∈ ∪i∈If−1(Vi).
Τότε ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε x ∈ f−1(Vi), σvυνεpiώς f(x) ∈ Vi. Τότε f(x) ∈ ∪i∈IVi, σvυνεpiώς x ∈
f−1(∪i∈IVi). Αφού f−1(∪i∈IVi) ⊆ ∪i∈If−1(Vi) και f−1(∪i∈IVi) ⊇ ∪i∈If−1(Vi), f−1(∪i∈IVi) =
∪i∈If−1(Vi).
(βʹ) ΄Εσvτω x ∈ f−1(∩i∈IVi). Τότε f(x) ∈ ∩i∈IVi, σvυνεpiώς ∀i ∈ I, f(x) ∈ Vi. Τότε ∀i ∈ I, x ∈ f−1(Vi),
σvυνεpiώς x ∈ ∩i∈If−1(Vi). Αντίσvτροφα, έσvτω x ∈ ∩i∈If−1(Vi). Τότε ∀i ∈ I, x ∈ f−1(Vi), σvυνεpiώς
f(x) ∈ Vi. Τότε f(x) ∈ ∩i∈IVi, σvυνεpiώς x ∈ f−1(∩i∈IVi). Αφού f−1(∩i∈IVi) ⊆ ∩i∈If−1(Vi) και
f−1(∩i∈IVi) ⊇ ∩i∈If−1(Vi), f−1(∩i∈IVi) = ∩i∈If−1(Vi)
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2. για τις εικόνες της f :
(αʹ) ΄Εσvτω y ∈ f(∪i∈IUi). Τότε ∃x ∈ ∪i∈IUi τέτοιο, ώσvτε y = f(x), σvυνεpiώς ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε
x ∈ Ui. Τότε ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε y ∈ f(Ui), σvυνεpiώς y ∈ ∪i∈If(Ui). Αντίσvτροφα, έσvτω
y ∈ ∪i∈If(Ui). Τότε ∃i ∈ I τέτοιο, ώσvτε y ∈ f(Ui), σvυνεpiώς ∃x ∈ Ui τέτοιο, ώσvτε y = f(x). Τότε
x ∈ ∪i∈IUi, σvυνεpiώς y ∈ f(∪i∈IUi). Αφού f(∪i∈IUi) ⊆ ∪i∈If(Ui) και f(∪i∈IUi) ⊇ ∪i∈If(Ui),
f(∪i∈IUi) = ∪i∈If(Ui).
(βʹ) ΄Εσvτω y ∈ f(∩i∈IUi). Τότε ∃x ∈ ∩i∈IUi τέτοιο, ώσvτε y = f(x), σvυνεpiώς ∀i ∈ I, x ∈ Ui. Τότε
∀i ∈ I, y ∈ f(Ui), σvυνεpiώς y ∈ ∩i∈If(Ui). ΄Αρα f(∩i∈IUi) ⊆ ∩i∈If(Ui).
Παρατήρησvη Αʹ.2.1.2. ΄Εσvτω y ∈ ∩i∈If(Ui). Τότε ∀i ∈ I, y ∈ f(Ui), σvυνεpiώς ∀i ∈ I, ∃xi ∈ Ui τέτοιο,
ώσvτε y = f(xi). Αυτό είναι και το αδύναμο σvημείο της αpiόδειξης, και δεδομένου ότι υpiάρχει αντιpiαράδειγμα,
έχουμε ότι f(∩i∈IUi) ⊆ ∩i∈If(Ui). Αν η f όμως είναι μονοσvήμαντη, τότε αναγκασvτικά ∀i, j ∈ I, xi = xj = x,
οpiότε και ∀i ∈ I, x ∈ Ui με y = f(x). Τότε x ∈ ∩i∈IUi, σvυνεpiώς y ∈ f(∩i∈IUi). ΄Αρα f(∩i∈IUi) ⊇ ∩i∈If(Ui),
σvυνεpiώς f(∩i∈IUi) = ∩i∈If(Ui).
Aþ.2.2 Topologik¸n q¸rwn.
Ορισvμός Αʹ.2.2.1 (συνέχεια & ανοιχτή αpiεικόνιση). ΄Εσvτω τοpiολογικοί χώροι X, Y , A ⊆ X, B ⊆ Y και
f : X −→ Y σvυνάρτησvη.
• Η f καλείται σvυνεχής σvτο A αν και μόνο αν ∀V ∈ T (f(A)), f−1(V ) ∈ T (A). Η f είναι σvυνεχής αν και
μόνο αν είναι σvυνεχής σvτο X. Η f είναι σvυνεχής σvε ένα x ∈ X αν και μόνο αν ∃A ⊆ X με x ∈ A σvτο
οpiοίο η f να είναι σvυνεχής.
• Η f καλείται ανοιχτή σvτο B αν και μόνο αν ∀U ∈ T (f−1(B)), f(U) ∈ T (B). Η f είναι ανοιχτή αν και
μόνο αν είναι ανοιχτή σvτο Y . Η f είναι ανοιχτή σvε ένα y ∈ Y αν και μόνο αν ∃B ⊆ Y με y ∈ B σvτο
οpiοίο η f να είναι ανοιχτή.
Ορισvμός Αʹ.2.2.2 (ομοιομορφισμός). Μια σvυνάρτησvη f : X −→ Y λέμε ότι είναι ομοιομορφισvμός μεταξύ
τοpiολογικών χώρων X και Y αν και μόνο αν είναι σvυνεχής, ανοιχτή και αμφιμονοσvήμαντη.
Παράδειγμα Αʹ.2.2.1. Οι k-διαφορομορφισvμοί του Rn είναι ομοιομορφισvμοί. Πράγματι, κάθε k-διαφορίσvιμη
σvυνάρτησvη f : Rn −→ Rn είναι και σvυνεχής με τη σvυνήθη έννοια. Η ῾῾σvυνήθης έννοια᾿᾿ piαραpiέμpiει σvτη σvυνήθη
τοpiολογία του Rn, T%(Rn).
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A.3 FINITE-DIMENSIONAL VECTOR SPACES AND LINEAR
MAPPINGS
A.3.1 Algebras
Deﬁnition A.3.1.1 (group). A set G endowed with a binary operation • : G×G −→ G such that:
G1: ∀α, β, γ ∈ G, α • (β • γ) = (α • β) • γ,
G2: ∃e ∈ G (called the unit element of G) such that ∀α ∈ G, α • e = e • α = α,
G3: ∀α ∈ G, ∃α′ ∈ G (called the inverse of α) such that α • α′ = α′ • α = e,
is called a group with operation • and is denoted (G|•).
Proposition A.3.1.1 (uniqueness). The unit element and the inverse of a, ∀α ∈ G, are unique.
Proof. Let, to the contrary, there exist e′ ∈ G, e′ 6= e another unit vector. Then, by deﬁnition:
e′ • e = e • e′ = e′ and e • e′ = e′ • e = e
thereby e′ = e. Let a′′ ∈ G another inverse of a ∈ G. Then, by deﬁnition:
α′′ = α′′ • e = a′′ • α • α′ = e • α′ = α′
thereby α′′ = α′.
Deﬁnition A.3.1.2 (abelian group). A group (G|•) is called abelian if and only if:
G4: ∀α, β ∈ G, α • β = β • α.
Deﬁnition A.3.1.3 (ﬁeld). A set F endowed with binary operations + : F × F −→ F (addition) and
· : F × F −→ F (multiplication) such that:
F1: (F |+) is an abelian group with unit element 0 and inverse −,
F2: (F |·) is an abelian group with unit element 1 and inverse −1,
F3: ∀α, β, γ ∈ F , α(β + γ) = αβ + αγ,
is called a ﬁeld.
Deﬁnition A.3.1.4 (vector space). A set V endowed with a binary operation + : V × V −→ V (vector
addition) and an operation · : F × V −→ V (scalar multiplication) in a ﬁeld F such that:
V1: (V |+) is an abelian group with unit element 0· and inverse −·,
V2: ∀α ∈ F and ∀a ∈ V , 0a = α0 = 0 and 1a = a,
V3: ∀α, β ∈ F and ∀a ∈ V , (α+ β)a = αa + βa and α(βa) = (αβ)a,
V4: ∀α ∈ F and ∀a, b ∈ V , α(a + b) = αa + αb,
is called a vector space over the ﬁeld F .
Deﬁnition A.3.1.5 (algebra). A set L endowed with a binary operation + : L×L −→ L (vector addition),
an operation · : F ×L −→ V (scalar multiplication) in a ﬁeld F and an operation ◦ : L×L −→ L (product)
such that:
L1: L is vector space,
L2: ∀α, β ∈ F and ∀a, b, c ∈ V , (αa + βb) ◦ c = α(a ◦ c) + β(b ◦ c),
is called an algebra over the ﬁeld F . Additional properties may hold for operation ◦.
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Deﬁnition A.3.1.6 (vector subspace). Let U ⊆ V such that, ∀α, β ∈ F and ∀a, b ∈ U , αa + βb ∈ U . U
is called a subspace of V , denoting U ↪→ V .
Deﬁnition A.3.1.7 (spanning vector set). Let A ≡ {ai ∈ V |i ∈ I} be a collection of vectors. We deﬁne
(Einstein summation convention is assumed):
spanA = {αiai|αi ∈ F, ∀i ∈ I}.
Obviously spanA ↪→ V , ∀A ⊆ V . Also span∅ = {0}.
Deﬁnition A.3.1.8 (linear independence). A ≡ {ai ∈ V |i ∈ I} is said to be a linearly independent set of
vectors if and only if
αiai = 0
 =⇒ ai = 0, ∀i ∈ I.
Otherwise if ∃i ∈ I such that ai 6= 0, then A is called linearly depended.
Deﬁnition A.3.1.9 (basis set). A set E ⊂ V is said to be a basis set for V if and only if E is linearly
independent and spanE = V. We deﬁne the dimension of V to be dimV = |E|.
Theorem A.3.1.1 (vector components). Let E ≡ {ei ∈ V |i ∈ NdimV} be a basis set for V . ∀a ∈ V =
spanE, ∃{αi ∈ F |i ∈ NdimV } unique, such that
a = αiei.
The elements αi ∈ F are called components of vector a ∈ V , ∀i ∈ NdimV .
Proof. Existence is trivial (V = spanE). For proving uniqueness, suppose to the contrary that ∃{βi ∈ F |i ∈
NdimV } with the same property:
a = αiei = β
iei =⇒ (αi − βi)ei = 0.
By the linear independence of E, αi − βi = 0 =⇒ αi = βi, ∀i ∈ NdimV .
A.3.2 Linear Mappings of a Vector Space
Deﬁnition A.3.2.1 (linear mapping). A linear mapping l : V −→ Vˆ is deﬁned to be such that ∀α, β ∈ F
and ∀a, b ∈ V , l(αa + βb) = αl(a) + βl(b). If Vˆ = V , then l is called a linear operator.
Deﬁnition A.3.2.2 (isomorphisms & transformations). Vˆ is isomorphic to V if and only if there exists
a linear, one to one, onto linear mapping ` : V 7−→ Vˆ , denoting V ' Vˆ . If ` is also a linear operator
on V (Vˆ = V ), ` is called a linear transformation on V . Isomorphisms have an inverse mapping (also an
isomorphism), `−1 : Vˆ −→ V .
Remark. We have proven in Theorem A.3.1.1 that V ' F dimV .
Remark. For linear transformations, ``−1 = `−1` = id, where id : V 7−→ V is the identity transformation,
i.e. ∀a ∈ V , id(a) = a. The identity transformation is self-inverse (id−1 = id).
Theorem A.3.2.1 (change of basis). Let Eˆ ≡ {eˆi ∈ V |i ∈ NdimV } and E ≡ {ek ∈ V |k ∈ NdimV } be basis
sets for V . There exists a linear transformation ` : V 7−→ V such that eˆi = `(ei).
Proof. V = spanE therefore, ∀i ∈ NdimV , ∃{λki ∈ F |k ∈ NdimV } such that eˆi = λ ki ek. We deﬁne ` to be
such that, ∀a = αjej ∈ V , `(a) = αjλ kj ek.
Claim. ` is linear.
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Remark. The matrix λ ik ∈MdimV (F ) for which `(ei) = λ ki ek is called the representation matrix of l on the
basis set E. Components transform as αˆi = akλ ik
The inverse transformation `−1 also has a representation µ kj ∈ MdimV (F ) such that ek = µ jk eˆj . Com-
ponents transform as ak = αˆjµ kj .
The identity transformation id has the identity matrix δ ji ∈ MdimV (F ) as a representation. Obviously










Deﬁnition A.3.2.3 (linear functional). A linear functional is a linear function u : V −→ F :
u(αa + βb) = αu(a) + βu(b).
We also denote u(a) = 〈a|u〉.
Proposition A.3.2.1 (dual or covariant space). The set of all linear functionals u : V −→ F , denoted V ∗,
endowed with the usual operations on functions is a vector space.
Remark. V ∗ is called the dual or covariant vector space of V .
Theorem A.3.2.2 (duality brackets). Let E ≡ {ei ∈ V |i ∈ NdimV } a basis set for V . Then ∃E∗ ≡ {ek ∈
V ∗|k ∈ NdimV } unique basis set for V ∗, such that:
ek e

i = 〈ei|ek〉 = δ ki , ∀i, k ∈ NdimV .
Proof. We prove the following:
Claim. ∀{αi ∈ F |i ∈ NdimV } and ∀b = eiβi ∈ V , ∃a ∈ V ∗ such that a(b) = 〈b|a〉 = αiβi.
Indeed, the last equation shows existence. As for uniqueness, let a′ ∈ V ∗ be such that satisﬁes the
deﬁnition. Then, (a′− a)(b) = a′(b)− a(b) = αiβi−αiβi = 0. By uniqueness of 0 ∈ V ∗, a′− a = 0. By
uniqueness of the opposite, a′ = a.
Then, ∀k ∈ NdimV , ∃ek ∈ V ∗ unique, such that:
〈ei|ek〉 = ek (ei) = δkjδji = δki.
Claim. The set E∗ = {ek ∈ V ∗|k ∈ NdimV } is linearly independent.
Indeed, let µke
k
 = 0. Then, ∀i ∈ NdimV , µi = δ ki µk = 〈ei|ek〉µk = µkek (ei) = (µkek )(ei) = 0.
Claim. V ∗ = spanE∗.












i = βi〈ei|ek〉αk = αkδkiβi = αiβi.
Corollary A.3.2.1. dimV ∗ = dimV .














cd(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab)) = (∂cgcd + gcd∂c)(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab) =
∂cg
cd∂agbd + ∂cg













− ∂cgadgdf∂cgbf − ∂cgadgdf∂bgfc + ∂cgad∂dgcb =
(∂aged(∂bgcf g




gcd(∂cgbd + ∂bgdc − ∂dgcb) =
1
2
gcd∂bgdc = ∂b loge
√
|g|







Rab = ∂a∂b loge
√
|g| − Γdab∂d loge
√
|g| − ∂cΓcab + ΓcadΓdcb = ∇a∂b loge
√





∂b loge |g| = ∂b loge
√
|g| = 1√|g|∂b√|g| = 12|g|∂b |g|
έχουμε ότι η αpiόκλισvη διανυσvματικού piεδίου υa δίνεται αpiο τη σvυνοpiτική formula:
∇aυa = ∂aυa + Γbbaυa =
1√|g|∂a(√|g|υa) (Βʹ.1.1)
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Βʹ.1.1.1 ΤΑΝΥΣΤΗΣ RIEMANN.
∀ξ ⊗ η ⊗ ζ ∈ V(3|0)M : Rabcdξbηcζd = ∂bΓacdξbηcζd − ∂cΓabdηcξbζd + ΓabeξbΓecdηcζd − ΓaceηcΓebdξbζd:
Rabcdξ
bηcζd = ξb∇b(ηc∇cζa)− ηc∇c(ξb∇bζa)− [ξ|η]d∇dζa =








− ηc∂c(ξb∂bζa + Γabdξbζd)− Γaceηc(ξb∂bζe + Γebdξbζd)











− ηc∂c(ξb∂bζa)− ηc∂c(Γabdξbζd)− Γaceηcξb∂bζe − ΓaceηcΓebdξbζd
− ξb∂bηd∂dζa − ξb∂bηdΓadeζe + ηc∂cξd∂dζa + ηc∂cξdΓadeζe =
+ ξb∂b(η
c∂cζ




cζd)− Γacdξb∂bηcζd − Γacdξbηc∂bζd − ηc∂c(Γabdξbζd) + Γabd∂cξbηcζd + Γabdξbηc∂cζd
+ Γabeξ
bΓecdη
cζd − ΓaceηcΓebdξbζd =
+ ξbηc∂b∂cζ
a − ηcξb∂c∂bζa + ξbηcζd∂bΓacd − ηcξbζd∂cΓabd + ΓabeξbΓecdηcζd − ΓaceηcΓebdξbζd
Rabcd = ∂bΓ
a







c]d) = 2(∇[bΓac]d − Γae[bΓec]d)
2∂bΓacd − 2∂cΓabd = ∂b(∂cgda + ∂dgac − ∂agcd)− ∂c(∂bgda + ∂dgab − ∂agbd) =
∂b∂dgac − ∂b∂agcd − ∂c∂dgab + ∂c∂agbd
∂bΓ
a
cd − ∂cΓabd = ∂b(gaeΓecd)− ∂c(gaeΓebd) = ∂bgaeΓecd − ∂cgaeΓebd + gae(∂bΓecd − ∂cΓebd)
4ΓabeΓ
e
cd − 4ΓaceΓebd =
gaf (∂bgef +∂egfb−∂f gbe)geg(∂cgdg +∂dggc−∂ggcd)−gaf (∂cgef +∂egfc−∂f gce)geg(∂bgdg +∂dggb−∂ggbd)
= (gaf∂bgef + g
af∂egfb − gaf∂f gbe)(geg∂cgdg + geg∂dggc − geg∂ggcd)









− gaf∂f gbegeg∂cgdg − gaf∂f gbegeg∂dggc + gaf∂f gbegeg∂ggcd
− gaf∂cgef geg∂bgdg − gaf∂cgef geg∂dggb + gaf∂cgef geg∂ggbd




eg∂dggb − gaf∂f gcegeg∂ggbd
2−1Rabcd = ∂[bg
af∂c]gdf + ∂[bg




eg∂dgg|c] − gaf∂[bg|ef geg∂g|gc]d
+ gaf∂egf [b g







− gaf∂f g[b|e|geg∂c]gdg − gaf∂f g[b|egeg∂dgg|c] + gaf∂f g[b|egeg∂g|gc]d
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Bþ.2 SUNJETOI OROI CHRISTOFFEL
Bþ.2.1 'Oroi txhc 1.
0 σvυσvτολή.
2Γcab = g
cd(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab)
1 σvυσvτολή.
2Γeeb = g
ed(∂egbd + ∂bgde − ∂dgeb) = ged∂bgde
2gabΓcab = g
abgcd(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab) = gcd∂bgbd + gcd∂agad − gab∂dgab













gh∂f ghe − gcd∂bgdaggh∂hgef













ih∂f ghe − gcd∂igdagih∂hgef












gh∂f ghe − gaegcd∂bgdaggh∂hgef













ih∂j ghe − gjd∂igdagih∂hgej












ih∂f ghe − gaegcd∂igdagih∂hgef













gh∂f ghe − gaegcd∂bgdaggh∂hgef
− gaegcd∂dgabggh∂egfh − gaegcd∂dgabggh∂f ghe + gaegcd∂dgabggh∂hgef
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ab = ∂f (g
fd(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab)) = (∂f gfd + gdf∂f )(∂agbd + ∂bgda − ∂dgab)
= ∂f g
fd∂agbd + ∂f g
fd∂bgda − ∂f gfd∂dgab
+ gdf∂f ∂agbd + g
df∂f ∂bgda − gdf∂f ∂dgab
2∂e(g
abΓcab) = ∂e(g












abΓfab) = ∂f (g








fd∂bgda − gab∂f gfd∂dgab
+ gabgdf∂f ∂agbd + g
abgdf∂f ∂bgda − gabgdf∂f ∂dgab
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